ENCONTRO INTERNACIONAL
DE PRODUCAO CIENTIFICA
DA UNICESUMAR ISSN 2594-4991

ISBN 978-65-5615-456-5

SIMULACAO NUMERICA DE VIGA COM ELEMENTO CORROTACIONAL
2D BASEADO NA TEORIA DE TIMOSHENKO

Luiz Antonio Farani de Souza
Docente do Curso de Engenharia Civil, Campus Apucarana, UTFPR. lasouza@utfpr.edu.br

RESUMO

Para uma andlise ndo linear é essencial ter um elemento que seja capaz de modelar com precisdo o
comportamento ndo linear da estrutura. O desenvolvimento de elementos nao lineares de viga é um topico
importante no campo da mecanica estrutural. Com relacdo a nao linearidade geométrica, a geometria
deformada da viga pode ser bem diferente da indeformada. Duas teorias sdo amplamente utilizadas para
estudar as deflexdes de viga. Na teoria de viga de Euler-Bernoulli, o efeito de cisalhamento é desprezado,
enquanto que na teoria da viga de Timoshenko esse efeito é considerado. Para a funcao tradicional de
interpolacdo de deslocamento, o elemento de viga produz travamento por membrana sob grandes
deslocamentos e travamento por cisalhamento quando o elemento se torna esbelto. Nesse artigo, um
elemento finito de viga de Timoshenko para analise em grandes deslocamentos de vigas planas é
implementado no contexto da formulacdo Corrotacional. Um elemento de liga¢&o de espessura zero € inserido
no apoio, cuja matriz de rigidez é escrita em funcéo das rigidezes axial, translacional e rotacional. A solucéo
aproximada do sistema de equag¢fes ndo lineares é obtida por meio de um procedimento incremental e
iterativo com ordem de convergéncia cubica, associado a técnica de continuacdo Comprimento de Arco
Linear. Um cddigo computacional é desenvolvido com o programa livre Scilab. Os resultados numéricos
mostram que as trajetorias de equilibrio podem diferir com a consideracdo na analise das teorias de vigas de
Euler-Bernoulli e de Timoshenko, visto que estéo atreladas ao indice de esbeltez do sistema estrutural.

PALAVRAS-CHAVE: Elemento de ligagdo; Comprimento de Arco; nado linearidade geométrica; formulagéo
Corrotacional; Elementos Finitos.

1 INTRODUCAO

Os projetos de estruturas sao desenvolvidos geralmente considerando a analise
elastica linear. As equacgbes de equilibrio sdo formuladas baseando-se na configuracéo
inicial indeformada da estrutura e assume-se que as deformacdes, os deslocamentos e as
rotacdes sdo pequenos. Uma desvantagem da analise elastica linear € a sua incapacidade
de retratar o comportamento real de estruturas sob condi¢cdes néo usuais de carregamento
ou de carregamento limite. Entretanto, as estruturas podem apresentar comportamento nao
linear relevante antes mesmo de atingirem seus limites de resisténcia (SILVA et al., 2016).

A analise néo linear de estruturas vem se tornando a cada dia mais importante para
o estudo real de problemas encontrados na engenharia. Devido a evolucdo dos materiais,
constroem-se estruturas cada vez mais esbeltas, capazes de se deslocarem no espaco
sem necessariamente perderem suas propriedades materiais e, a partir disso, torna-se
imprescindivel um melhor entendimento do comportamento da néo linearidade geométrica
de estruturas (OLIVEIRA; SILVA, 2017).

Duas teorias sdo amplamente utilizadas para estudar as deflexdes de viga. A teoria
de viga de Euler-Bernoulli descreve a cinematica da viga em termos somente da
deformacéao de flexdo. Ao desprezar a contribuicdo da deformacao de cisalhamento, essa
teoria requer que as secdes planas permanecam planas e perpendiculares ao eixo neutro
apos a deformacédo. Consequentemente, a teoria de Euler-Bernoulli é mais adequada para
vigas finas ou delgadas, porque as deformacgbes de cisalhamento tém uma influéncia
consideravel na deformacao de vigas espessas. Uma representacdo mais precisa da flexao
de vigas espessas, a qual permite a inclusdo de deformacdes de cisalhamento, é a teoria
de viga de Timoshenko (EDEM, 2006).
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Ha pesquisas recentes que tratam acerca da analise de estruturas com a teoria de
viga de Timoshenko. Gan, Huong e Kien (2017) realizaram analises de pos-flambagem de
vigas e porticos planos com elementos de viga baseados na teoria de viga de Timoshenko
no contexto da formulacdo Corrotacional. Wong; Sulistio e Syamsoeyadi (2018) fizeram um
aprimoramento do Método dos Elementos Finitos com fungdes de interpolagéo de Kriging
para as analises estatica e dinamica de flambagem com vigas de Timoshenko. Tang, Zhou
e Chang (2019) propuseram um elemento de viga-coluna o qual permite o efeito P-d local
e a deformacdo por cisalhamento para analise de segunda ordem. Tang et al. (2021)
apresentaram uma formulagéo Corrotacional consistente para elementos bidimensionais de
viga-coluna de Euler-Bernoulli e de Timoshenko. Verificaram que os momentos nodais
equivalentes sédo afetados pela mudanga geométrica do elemento e, consequentemente,
contribuem na matriz de rigidez geométrica. Souza et al. (2021) apresentaram um modelo
numérico-computacional para porticos com comportamento geométrico ndo linear,
considerando a formulacdo Corrotacional de Elementos Finitos e as teorias de vigas de
Euler-Bernoulli e de Timoshenko.

No contexto do Método dos Elemento Finitos, um elemento de viga de Timoshenko
nao linear pode ser formulado pela interpolacdo linear dos deslocamentos axiais e
transversais e da rotacdo. Porém, algumas técnicas, como a integracéo de ordem reduzida,
sdo necessarias para eliminar o fendbmeno de travamento por cisalhamento. Como uma
alternativa para prevenir um elemento de viga de Timoshenko do problema de travamento
por cisalhamento é empregar funcdes de interpolacdo apropriadas para as variaveis (KIEN,
2012).

Nesse cendrio, este artigo tem por objetivo apresentar um modelo numérico-
computacional para a analise estatica de vigas com comportamento nao linear geométrico,
considerando o elemento fundamentado na teoria de viga de Timoshenko proposto por Kien
(2012). Baseado na expressao do arco abatido para a deformacéo local, esse elemento é
formulado usando polinémios exatos para interpolar o deslocamento transversal e a
rotacdo. As equacdes da matriz de rigidez e do vetor de forcas internas sdo apresentadas.
O material da viga é considerado isotropico e elastico, e a secdo transversal da mesma é
uniforme.

Para a discretizagdo da estrutura, considera-se a formulagdo Corrotacional do
Método dos Elementos Finitos. A formulacdo Corrotacional separa o movimento de corpo
rigido da deformacéo pura que € sempre pequena em relacdo ao elemento corrotacional
de viga (ELKARANSHAWY; ELERIAN; HUSSIEN, 2018). Um elemento de ligacdo de
espessura zero € inserido no apoio, cuja matriz de rigidez é escrita em funcao das rigidezes
axial, translacional e rotacional.

A solucdo aproximada do sistema de equacbes nao lineares é obtida por meio do
procedimento incremental e iterativo proposto por Souza et al. (2017), o qual consiste de
uma adaptacdo do método de Potra-Ptak (1984) ao problema estrutural, associando-o a
técnica de continuacdo Comprimento de Arco Linear (RIKS, 1972; RIKS, 1979).

Um cédigo computacional € desenvolvido com o programa livre Scilab, verséo 6.1.0
(SCILAB, 2020) para as simulacdes numeéricas. Os resultados de uma viga em balanco
encontrada na literatura mostram que as trajetorias de equilibrio podem diferir com a
consideracao na andlise das teorias de vigas de Euler-Bernoulli e de Timoshenko, visto que
estdo atreladas ao indice de esbeltez do sistema estrutural.

2 MATERIAIS E METODOS

21 ELEMENTO CORROTACIONAL DE VIGA 2D BASEADO NA TEORIA DE
TIMOSHENKO
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O elemento finito de viga-coluna tem dois nos e trés graus de liberdade/n6. Assume-
se gue nao ha deformacdo de cisalhamento na viga e, entdo, a secao transversal
permanece plana e normal ao eixo da mesma. Considere o elemento de viga-coluna em
suas configuracdes inicial e atual, conforme o desenho esquematico no Grafico 1.

‘Y

Inicial X
-

Grafico 1: Configuracdes inicial e atual, devido as deformacdes de flexao,
do elemento de viga-coluna.
Fonte: adaptada de Yaw (2009).

Na configuragao inicial, as coordenadas dos nés “1” e “2” do elemento no sistema
global sao (X1, Y1) e (X2, Y2), respectivamente. O comprimento original (indeformado) Lo da
viga é dado pela seguinte equacéao (YAW, 2009):

Lo = \/(Xz — X%+ (Y2 —Yy)2. (1)

Para o elemento de viga na sua configuracéo atual, as coordenadas nodais globais
s80 (X1 + uz, Y1 + vi) para o n6 “1” e (X2 + Uz, Y2 + v2) para o no “2”, em que ui é O
deslocamento do nd i na direcdo X e vi € o deslocamento do no i na direcdo Y, comi=1, 2.
O comprimento atual (deformado) L é (YAW, 2009):

L=\/(X2+u2—Xl—u1)2+(Y2+V2—Y1—V1)2. (2)
O vetor de deslocamentos globais p do elemento finito m € dado por:

Pm=[w vi 6; u; vy 6,]T. (3)
O deslocamento axial local (u;) do elemento é calculado por:

u =L — L. (4)

As rotagOes nodais locais (011 e 62)) sGo computadas por, respectivamente:

(5)

cosf sinf3; — sinf cosBl)
)

0y = arctan( - .
U cosf cosf4 + sinf sinf34

Anais Eletrénico XIl EPCC

UNICESUMAR - Universidade Cesumar .
®
www.unicesumar.edu.br/epcc2021 @UnlCesumar


http://www.unicesumar.edu.br/epcc2021

ENCONTRO INTERNACIONAL
DE PRODUCAO CIENTIFICA
DA UNICESUMAR ISSN 2594-4991

ISBN 978-65-5615-456-5

cosf sinf3, — sinf3 cosf3,
0, = arctan( —— ) (6)
cosf cosf, + sinf3 sinf,
sendo PB1 = 01 + Bo e B2 = 62 + Bo. Os angulos 61 e 62 sdo as rotagbes nodais globais
calculadas do sistema de equacdes globais, e as expressdes para o angulo inicial o e 0
para o angulo corrente  da barra sédo, respectivamente:

— arct (YZ_Yl) 7

Bo = arctan X, =X,/ (7)
Y, +V2—Y1—V1)

B arcan(xz_l_uz_xl_ul (8)

A matriz de rigidez tangente elementar Ke € determinada em funcéo da parcela da
matriz de rigidez dependente do material Km e da matriz de rigidez geométrica ou das
tensdes iniciais Kg, dada pela seguinte expressdo (CRISFIELD, 1991; YAW, 2009):

Ker = Km + Kg, 9)
na qual

Ky =B™DB, (10)

K¢ = gzzT + w (rz" +zr"). (11)

sendo D a matriz constitutiva, os vetores z e r, respectivamente:

z=[s —c 0 —-s c¢ 0]T, (12)
r=[-c -s 0 ¢ s 0], (13)
e a matriz B:
—C =S 0 c S 0
B=|-s/L ¢/L 1 s/L —c/L 0], (14)

-s/L ¢/L 0 s/L —c/L 1

As expressbOes para calcular os valores do seno e do cosseno do angulo B,
denotados por s e ¢ na Equacao (14) sdo dadas por, respectivamente:

X, +u, —X;—u
cos(B) = =2 2L 1 (15)
Y2+V2_Y1_V1
[ .

(16)

sen(p) =

O vetor de forgas internas elementar Fel € determinado por:
Fe = BT[N 1\7[1 MZ]T' (17)

Kien (2012) desenvolveu um elemento de viga de Timoshenko para analise de
grandes deslocamentos de vigas e pérticos planos formulados no contexto do método
Corrotacional. A expressao para um arco abatido é adotada para a deformacéo local. A
deformacéo efetiva eeft € escrita em termos dos deslocamentos nodais por:
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u 1 [e@+0) 1 (18)
Eeff = L_(l) + 110 l 24 (611 —02)% + %(29112 — 01105 + 02%)],
na qual @ é dado por:
_ 12 EI (19)

I

Os esforcos internos (N, M; e M,) do vetor de forga interna Fel sdo calculados como
segue (KIEN; HUONG; HA, 2013):

N = EAg.g, (20)
_ LoEA [0(2 + 0) 1 ]
M; = a j_ 2| 12 (61— 0) + %(4911 — 021 [ €er +

El _ B2LouGA (21)
L1+ 0)? [B(2 + B)(0, — 05)) + 2(204, + 0,)] + TP (6, + 65),
LA [6(2+9) 1 '
M, = a j_ 2| 12 (62 — 64 + %(4921 — 011) | €er +

EI _ B2LouGA (22)
Lo(l + @)2 [@(2 + @)(921 - 911) + 2(911 + 2921)] + m (911 + 921),

na qual A é a area da secao transversal, | € 0 momento de inércia da secao transversal, E
€ 0 modulo de elasticidade longitudinal, G € o modulo transversal de cisalhamento e [ é o
coeficiente de correcdo de cisalhamento. Para o calculo da matriz de rigidez dependente
do material Km na Equacéo (10), utiliza-se a matriz constitutiva D dada por:

D= EI c ®?L,uGA ot EAL.C 23)
 Lo(140)? 1+4(1+¢)2 2+ BALols,
na qual
0 ) ° (24)
C;=|0 @°+20+4 —(0°+20-2)|
0 —(0?+20-2) @ +20+4
0 0 0 25)
C;=10 1 1},
01 1
il b t2
L02 Lo Lo
50° +100 +8 502 + 100 + 2
= 2 _
CS .+ 60(1+®)2 €t U1t 60(1 +¢)2 Eett b (26)
- 2 502 + 100 + 8
S 2 60(1 + 0)2 eff |
t, = RICEEDD [50(2 4+ 0) (0, — 0,)) + 2(464, — 6,))], 27)
[56(2 + B) (651 — 811) + 2(465 — 6,1)]. (28)

2 =50+ 0)?

Anais Eletrénico XIl EPCC

UNICESUMAR - Universidade Cesumar .
®
www.unicesumar.edu.br/epcc2021 @UnlCesumar


http://www.unicesumar.edu.br/epcc2021

ENCONTRO INTERNACIONAL
DE PRODUCAO CIENTIFICA
DA UNICESUMAR ISSN 2594-4991

ISBN 978-65-5615-456-5

De acordo com Kien, Huong e Ha (2013), fazendo ® — 0 no modelo de viga baseado
na teoria de Timoshenko, recai-se no modelo de viga de Euler-Bernoulli. Assim, o elemento
implementado é capaz de modelar vigas esbeltas.

2.2 ELEMENTO DE LIGACAO DE ESPESSURA ZERO
A conexao é simulada pelo elemento de ligacdo proposto por Del Savio, Andrade e

Martha (2005).A matriz de rigidez Kiig desse elemento pode ser expressa matematicamente
por:

s -5
Klig = _S S ]l (29)
com
Sqe 0 0
s=|0 S 0] (30)
0 0 Sg

em que Sa, St e Sgr sdo as rigidezes axial, translacional e rotacional, respectivamente. Nas
analises nao lineares geométricas, quando se adota o modelo linear de ligacdo, a matriz de
rigidez Kiig € mantida invariavel no processo iterativo e incremental (Sa, St e Sr ficam
constantes).

Segundo Chen, Goto e Liew (1996), os esforcos axial, de cisalhamento, de flexéo e
de torcdo sao transmitidos a conexdo. Para os exemplos numéricos estudados neste
trabalho, contudo, os efeitos das rigidezes axial e translacional sdo desprezados e valores
numéricos grandes sdo adotados para essas rigidezes, ou seja, Sa = o e St = o,
respectivamente. Considera-se somente o efeito provocado pelo momento fletor, variando-
se a rigidez rotacional Sr. No caso de a ligacdo ser idealmente flexivel considera-se Sk =0
e para ligacdo totalmente rigida, Sr = .

2.3 PROBLEMA ESTRUTURAL

Metodologias eficientes de solucdo de sistemas nédo lineares devem ser capazes de
percorrer todo o caminho de equilibrio do sistema estrutural em analise, identificando e
passando por todos 0s pontos singulares ou criticos (ponto limite de carga, ponto limite de
deslocamento e ponto de bifurcacéo) que possam existir (PINHEIRO; SILVEIRA, 2004;
SOUZA et al., 2017).

A equacdo que governa o equilibrio estatico de um sistema estrutural com
comportamento ndo linear geométrico € descrita por (MAXIMIANO; SILVA; SILVEIRA,
2014):

g:/lFr_FintZOr (31)

na qual g é o vetor de forcas desequilibradas, Fr € 0 vetor de referéncia que caracteriza a
direcdo da forca externa, A é o parametro de forca e Fint € 0 vetor de forgas internas.

A solucéo do problema estrutural dado pela Equacao (31) é obtida por meio de um
esquema iterativo e incremental. Para uma sequéncia do parametro de carga A, uma
sequéncia do respectivo incremento de deslocamentos nodais u € calculado. Como g € um
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sistema ndo linear dos deslocamentos, iteracdes para correcao do parametro de carga sao
necessarias para obter a solucéo.

A solucdo aproximada do sistema de equacgdes nao lineares é obtida por meio do
procedimento incremental e iterativo proposto por Souza et al. (2017), o qual consiste de
uma adaptacdo do método de Potra-Ptadk (1984) ao problema estrutural, associando-o a
técnica de continuacdo Comprimento de Arco Linear (RIKS, 1972; RIKS, 1979). Nessa
técnica, ao invés de se utilizarem restricbes geométricas e de energia, procura-se eliminar
diretamente os deslocamentos residuais (ou deslocamentos iterativos) devido as forcas
desequilibradas. O procedimento fornece a nhorma minima dos deslocamentos residuais a
cada iteracdo no passo de carga. O algoritmo do método de solucdo pode ser encontrado
em Souza et al. (2021).

3 RESULTADOS E DISCUSSOES

Seja a viga em balanco sujeita a uma forgca concentrada F em sua extremidade livre,
conforme o desenho esquematico no Grafico 2. Para simular o engaste, considera-se a
rigidez rotacional da mola Sr = 1,0 x 10 kN m/rad. A andlise de grande deflexdo é
realizada com o elemento corrotacional de viga considerando as formulacbes de
Timoshenko e de Euler-Bernoulli (¢ = 0). Para a corre¢édo de cisalhamento, utiliza-se o
coeficiente uigual a 0,5. O material que constitui a viga tem médulo de elasticidade E = 2,0
x 10% kN/cm? e mdédulo transversal de cisalhamento G = E/2. O peso préprio da estrutura é
desprezado na analise. Para o fim das simulacbes, foi estabelecida uma condicao
envolvendo o deslocamento méaximo na extremidade livre da viga.

As trajetérias de equilibrio obtidas com as teorias de viga sdo apresentadas no
Gréfico 3, havendo boa concordancia com os pontos de equilibrio obtidos por Tang, Zhou
e Chan (2015). A malha de Elementos Finitos considerada consiste de um elemento de
ligacéo localizado no apoio e 40 elementos de viga.

No procedimento incremental de Potra-Ptdk para a resolucdo do sistema de
equacdes nao lineares sao considerados 0s seguintes parametros: comprimento inicial de
arco °(Jl = 10; nUmero maximo de iteracées em cada passo de carga kmax = 50; nimero de
iteracOes desejadas em cada passo de carga ka = 7; tolerancia tol = 1,0 x 104; e incremento
de carga JP = 100 kN.

F
1 0.38 cm
O
S
S
~ v
~
~ 35.546 cm
N u X
L=200cm
|
I -

Grafico 2: Modelo estrutural da viga em balanco
Fonte: Adaptada de Tang, Zhou e Chan (2015)
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Na formulacao proposta por Kien (2012), utiliza-se uma expresséo de arco abatido
(uma forma degenerada da deformacéo de Green) para a deformacéo local. Esse elemento
evita o fendbmeno de travamento por cisalhamento.

Em geral, de acordo com sua altura, as vigas podem ser classificadas em duas
categorias: fina e espessa. Em vigas finas, a relacdo entre o comprimento e a altura da
secdo (indice de esbeltez) é grande. Consequentemente, o efeito do cisalhamento é
pequeno nesse caso. Inversamente, a analise do efeito de cisalhamento é muito
significativa em vigas espessas, que tém pequeno indice de esbeltez.

12

| |[m—=—a Euler-Bernoulli - algaritmo

&—e—=a Timoshenko - algaritmo

+ #* 4 Timoshenko - Tang, Zhou e Chan (2015)

1 PX X X Euler-Bernoulli - Tang, Zhou e Chan (2015)

104

PL?/EI

0 01 0.2 0.3 04 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9

v/L
Grafico 3: Trajetorias de equilibrio
Fonte: O préprio autor

A teoria de viga de Timoshenko, de acordo com Ofate (2013), € aplicavel a barras
com indices de esbeltez Lo/h menor que 10, sendo Lo o comprimento inicial da barra e h a
altura da secao transversal. Nesse sentido, a medida que altura h da se¢do aumenta o
efeito do cisalhamento torna-se mais relevante.

A viga analisada tem indice de esbeltez cerca de 5,626 (L1 200/35,546), e o efeito da
deformacéo de cisalhamento na resposta da mesma fica evidente quando se tém grandes
deslocamentos. Nota-se que, para 0s incrementos iniciais de carga (quando as
deformacgfes na estrutura sao pequenas), as repostas preditas pelos modelos de viga de
Euler-Bernoulli e de Timoshenko ficam bastante préximas.

No que diz respeito a formulacédo Corrotacional do Método dos Elementos Finitos, a
separacdo do movimento do elemento de viga em movimentos de corpo rigido e
deformacional permite a decomposicao da matriz de rigidez Kei em duas parcelas (ver a
Equacao (9)) - a material e a geométrica. I1sso possibilita, de maneira simples, a incluséo
dos efeitos da néo linearidade geométrica na analise.

4 CONCLUSAO

Neste artigo, avaliou-se a eficiéncia de um modelo de viga fundamentado na teoria
de viga de Timoshenko, no contexto da formulacdo Corrotacional do Método dos Elementos
Finitos, por meio da analise estatica de uma viga em balangco com comportamento nao
linear geométrico. Os resultados numéricos mostraram a boa resposta da formulacéo
desenvolvida por Kien (2012), quanto a obtencéo das trajetorias de equilibrio.
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E importante nas anélises estruturais, em que se considera o efeito da deformacéo
por cisalhamento, utilizar um modelo de viga cuja formulacdo evite o fendmeno de
travamento por cisalhamento.

Por fim, este estudo mostrou que as trajetorias de equilibrio podem diferir quando se
considera o efeito do cisalhamento. Essa discrepancia fica evidente quando se tem grandes
deslocamentos na viga. No entanto, quando os deslocamentos sdo pequenos (nos estagios
iniciais de carregamento), as teorias de viga predizem respostas bastante préximas.
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