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ANALISE NAO LINEAR GEOMETRICA DE TRELIGAS PLANAS POR MEIO DO METODO DOS ELEMENTOS
FINITOS

Luiz Antonio Farani de Souza®

RESUMO: A capacidade de cobrir grandes vaos e areas com relagdes resisténcia/peso eficientes, frequentemente
fazem das estruturas trelicadas as mais econdmicas em termos de materiais e custo global. O advento do uso de
sistemas trelicados em estruturas de grande complexidade, tais como torres de linhas de transmissado, pontes e
mesmo estruturas aeroespaciais, tem exigido o uso intensivo de computadores e técnicas apuradas de analise
matricial. Para efeito de projeto deseja-se conhecer o carregamento Ultimo de colapso e sua resposta
deslocamento versus forca aplicada. Dependendo das caracteristicas da estrutura, esta resposta pode ser linear
ou ndo linear. No comportamento nado linear ndo ha proporcionalidade entre o carregamento aplicado e as
deformacbes e/ou deslocamentos. A solucdo de problemas nao lineares € usualmente obtida por meio da
utilizagdo da combinacdo de esquemas incrementais e iterativos. No contexto da implementagdo computacional,
técnicas de solucdo devem ter a capacidade de detectar pontos criticos, tais como pontos limites e pontos de
bifurcacdo, e seguir a trajetéria de equilibrio além desses pontos. Este artigo apresenta uma metodologia para a
andlise ndo linear de estruturas do tipo trelica, por meio do Método dos Elementos Finitos, levando em
consideragdo o efeito da ndo linearidade geométrica. O comportamento do material é descrito por um modelo
constitutivo elastico linear. O sistema de equac¢Bes nado lineares € solucionado com o método incremental e
iterativo de Newton - Raphson associado a técnica de continuacdo Controle de Deslocamento Generalizado.
Exemplos numéricos encontrados na literatura sédo analisados com o intuito de comprovar a eficiéncia do codigo
computacional implementado, na determinagdo do tracado da trajetéria de equilibrio da estrutura de modo a
passar por pontos limites.

PALAVRAS-CHAVE: Elementos Finitos; ndo linearidade geométrica; trelica plana.

1 INTRODUCAO

A trelica € uma estrutura constituida por elementos lineares (barras) que podem estar dispostos em
diversos planos - estruturas bidimensionais ou tridimensionais. Esse tipo de estrutura € muito utilizado na
construgdo de pontes (rodoviarias e ferroviarias), em estruturas de cobertura de edificagbes, em torres de
transmissao de energia, entre diversos outros usos. Usualmente sdo construidas em madeira ou aco, sendo
relativamente leves e indicadas para superar grandes vaos ou suportar carregamentos elevados. Nesse contexto,
as trelicas tornam-se uma solugdo econdmica e pratica (KRIPKA et al., 2013).

As estruturas trelicadas tém grande aplicagdo na Engenharia Estrutural, sendo que os métodos de
andlises lineares deste tipo de estrutura ja estdo bastante consolidados. Na atualidade, trelicas de dimensdes e
complexidade cada vez maiores tém sido usadas numa grande variedade de aplica¢gBes praticas da engenharia. A
capacidade de cobrir grandes vdos e areas com relagBes resisténcia/peso eficientes, frequentemente fazem
dessas estruturas as mais econémicas em termos de materiais e custo global (LEITE, 2000).

A andlise estrutural linear classica pressupde proporcionalidade entre carga e deslocamento. As condicdes
para que essa proporcionalidade se verifiqgue s@o a resposta elastica linear do material e pequenos
deslocamentos. A condi¢do de resposta linear do material pode ser garantida limitando-se os niveis de tenséo e
deformacéo. No entanto, a de pequenos deslocamentos pode ter implicagdes que vao além do sentido puramente
geomeétrico. Entende-se por ‘pequenos deslocamentos’ aqueles que nao influenciam na condi¢ao de equilibrio, ou
seja, as equacdes de equilibrio podem ser escritas referindo-se a estrutura na posi¢do indeformada sem erro
significativo (PAULA, 2001).

Em muitos problemas, contudo, mesmo que o campo de deslocamentos do sistema possa ser
considerado pequeno, é necessario escrever as equacdes de equilibrio na posicao deslocada, sob pena de serem
desprezadas parcelas importantes, como as referentes as deformacdes axiais. A andlise resultante de uma
abordagem na qual a verificacdo do equilibrio é feita na posicao deslocada, mas o material se mantém num
regime de resposta linear elastica, é denominada analise ndo linear geométrica. Decorrem de um tratamento
estatico ndo linear geométrico: a determinacao da trajetéria de equilibrio apresentada pela estrutura sob acéo de
um determinado carregamento; e o estudo da instabilidade do equilibrio pelo aparecimento de pontos limites ou
pontos de bifurcacao.

Para se realizar a andlise ndo linear de estruturas com maior precisdo é de suma importancia que sejam
empregadas técnicas que possam considerar de maneira apropriada os efeitos da nédo linearidade geométrica, e
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permitam o tracado completo da trajetéria de equilibrio da estrutura de modo a passar por pontos criticos. Esses
pontos sé@o aqueles em que uma trajetoria de equilibrio atinge valores extremos ou aqueles em que diferentes
caminhos de equilibrio se encontram. Na Figura 1 podem ser observados trés pontos criticos (A, B e C), onde os

pontos B e C sdo chamados de pontos limite e o ponto A de ponto de bifurcacdo (RODRIGUES et al., 2008).

A

L J

u
Figura 1 — Trajetdria de equilibrio e pontos criticos.

Trelicas quando solicitadas a carregamentos de grande intensidade apresentam a néo linearidade
geomeétrica, e essas frequentemente exibem na sua trajetéria de equilibrio (deslocamento versus forca) pontos
criticos chamados de snap-through (ponto critico em relacdo a carga) ou snap-back (ponto critico em relagdo ao
deslocamento) que estdo relacionados a instabilidade da estrutura. Obter os pontos criticos e o caminho de
equilibrio dessas estruturas requer estratégias numéricas especiais.

Este artigo apresenta uma metodologia para a analise nao linear de estruturas do tipo trelica, por meio do
Método dos Elementos Finitos, levando em consideracdo o efeito da n&o linearidade geométrica. O
comportamento do material € descrito por um modelo constitutivo eléstico linear. O sistema de equacdes nao
lineares é solucionado com o método incremental e iterativo de Newton - Raphson associado a técnica de
continuacdo Controle de Deslocamento Generalizado. Exemplos numéricos encontrados na literatura séo
analisados com o intuito de comprovar a eficiéncia do c6édigo computacional implementado, na determinac¢éo do
tracado da trajetdria de equilibrio da estrutura de modo a passar por pontos limites. As simulagdes séo efetuadas
com o programa livre Scilab.

2 MODELO DE ELEMENTO FINITO DE TRELICA PLANA

Neste trabalho, optou-se pela formulagcdo Lagrangeana para descrever a posi¢do de equilibrio do sistema
estrutural ao longo do processo de resolucdo numérica. Neste esquema de solugcéo todas as variaveis estaticas e
cinematicas sao referidas a configuragéo inicial no tempo zero. A matriz de rigidez (k¢) € o vetor de forga interna
(f)) no sistema de coordenadas locais sédo escritos por, respectivamente:

N S T S A
_EAlo o o0 0|, %Alo 1 0 -1
ke=Tol-1 0 1 ofT,|-1 o 1 o @)
o 0o o ol 0 -1 0 1
uxi_uxj
EjA 0
fi - —0 —Uyj + uxj (2)
0

onde L, é o comprimento indeformado da barra, E € o médulo de elasticidade longitudinal do material, A € a area
da secdo transversal, u, e u, sdo os deslocamentos nos nds i e j do elemento, respectivamente, e ¢ € a tenséo
normal calculada por:

o= Ec¢ 3)
onde ¢ é a deformac@o de engenharia determinada pela seguinte equagéo:

» (4

Na Eqg. (4) L é o comprimento deformado da barra. Na Figura 2 é apresentado um desenho esquematico
de elemento finito de trelica plana. No sistema de coordenadas globais a matriz K e o vetor F; sdo determinados
por, respectivamente:

0

E =

K=T"k,T (5)
Fi = TTfi (6)
onde T é a matriz de rota¢éo dada por:
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Na matriz T, C = cos(J) e S = sen(J), sendo que o angulo [J é atualizado a cada iteragdo em funcéo das
coordenadas (x,y) na configuracao deformada da estrutura.

Figura 2 — Elemento finito de trelica plana.
3 METODO DE SOLUCAO

Algoritmos existentes de métodos de solucdo apresentam como passo fundamental a avaliacdo do vetor
de carga residual t+Atg(k'l), e uma nova estimativa para os deslocamentos é obtida por meio do sistema de
equacdes:

tHAtge (k=1) g0 — t+atg (k1) _ t+At7\(k—1)Fr _ t+AtFi(k—1) (8)

g
onde "K*? é a matriz de rigidez representativa do sistema estrutural, 5u® é o vetor de deslocamentos residuais,
#atE kD & o vetor de forcas internas, e "*2.*? é o parametro de carga total. No sistema de equacdes dado em (8) o
superindice direito refere-se a iteracdo e o superindice esquerdo ao passo de incremento de carga. Para a
determinac@o do parametro de carga iterativo utiliza-se a estratégia Controle de Deslocamento Generalizado
(GDCM). O parametro de carga total A e o vetor de deslocamentos totais u séo obtidos pelas seguintes equacdes
no passo t+0t e na iteracdo k, respectivamente:

AL (k) — tHAL) (k-1) 4 t+AtsH (K) 9)

tHAt, (0 — tHAty (k-1) 4 tHAtg, () (10)

A técnica GDCM foi apresentada por Yang e Shieh (1990) e consiste na utilizagdo de um parametro geral
de rigidez (GSP), que é definido pela seguinte equagdo (RODRIGUES et al., 2008):
18ur(1)T 1§u,

GSP = 11
tsur(l)Tt+At8ur(1) ( )

onde *5u, é o vetor de deslocamentos da primeira iteracdo referente ao primeiro passo de carga. O parametro do
incremento de carga "*s1% é calculado por:

te (W) Terats - (k)
g0 - Oty (12)
ttSur(l) t+At8ur(k)
O sinal do incremento inicial de carga (“A‘Skm) pode ser positivo ou negativo. A escolha do sinal correto é

de suma importancia na definicdo de sequéncias de solu¢cdes que permitam 0 avanco na resposta carga -
deslocamento. O parametro de rigidez generalizado (GSP) depende exclusivamente dos vetores 'du, (passo de
carga anterior) e "~8u, (passo de carga corrente). A mudanca de sinal do parametro GSP serve como um
indicador para a mudanca do sentido de crescimento da carga, uma vez que 0 mesmo torna-se negativo somente
nos incrementos da carga imediatamente apés a passagem por pontos limites.

Héa possibilidade de que o deslocamento tangente tenda ao infinito em pontos proximos a um ponto limite
da trajetdria de equilibrio. Para evitar que isso ocorra, limitou-se este deslocamento a um valor maximo dupax, de
forma que se ||6u]| > dumax, €ntdo (KRENK, 1995):

tHAtgy (K) — &
[
Uma estratégia adaptativa que pode ser muito Util no emprego da técnica de controle de carga é a
determinag&o automéatica da variacdo do parametro de carga inicial (16)\(1)) para a definicdo do valor do parametro
de carga para a primeira iteragdo ( '” At)\(1)), que consiste em, ao final de cada passo da andlise, monitorar o
namero de iteracdes requeridas para a convergéncia (N;) da técnica iterativa e comparar esse nimero com um

5 (13)
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valor 6timo (N). Por meio desta monitoracao, calcula-se tr MEAL para o passo de carga seguinte por (CRISFIELD,
1991):

N
A = |2 1AM /IGSP] (14)
i

t

Na Figura 3 é apresentado o algoritmo implementado referente ao método de Newton - Raphson
associado a estratégia GDCM.

) LO_q

1) Determinar um valor para o parametro de carga inicial 160D e fazer
2) Para a primeira iteragdo (k = 1), em qualquer passo t + At:

a) Determinar a matriz de rigidez K(%).

- -1 ~ -1

b) Resolver as equagdes de equilibrio Sur(l) =K® "F.e 8ug(1) =K g

c) No primeiro incremento. fazer GSP = 1. Do segundo incremento em diante

utiliza-se a equagao:

T
lsur(l) lsur(l)

(1) A (1
tSu, D gy,

d) Do segundo passo em diante. usar SAY = -:L' I ONITSITH
it

e) Verificar o sinal de GSP. Se GSP = 0. multiplicar 51 por -1 para mudar o
sentido de crescimento do parametro de carga.

f) Calcular o deslocamento Su® = Sugm + SA(I’Sur(l)_
3) Para as proximas iteragdes (k = 2) no passo t + At:

a) Determinar o vetor das forcas g1 = A‘k_l)F,. - Fi(k_l).

b) Atualizar a matriz de rigidez K&1).

-1 -1
c) Resolver 6ug(k) =K&D gk 8u,.(k) = K& F,.
tsur(uTﬁAtsug[kl

d) Calcular 520 = —

‘Bur"“Tt““&ur‘k' 3
e) Calcular os deslocamentos su® = 8ug(k) + Gl(k)Sur(k).

3 - % &
f) Se [8u®)|| > Supyy. entdo saa® = ﬁ 1sa®m,
Uy

4) Atualizar o parametro de carga total /. e o vetor de deslocamentos totais u:
A® =36k 4 50
u® = g1 4 §u®

5) Repetir os passos 3) a 4) até que ||g(k_1)” <C

6) Voltar ao passo 2) para o proximo incremento de carga fazendo A® =® 4 g

Figura 3 — Algoritmo para o método de solugéo.
4 RESULTADOS E DISCUSSOES

Nesta secdo sdo apresentadas as analises numéricas estéaticas de problemas de trelicas planas. Em todas
as analises estruturais considerou-se a tolerancia () para a verificacdo da convergéncia a cada iteracdo (k) igual
a 10®°, o nimero de iteracfes desejadas (N,) igual a 5 e 0 deslocamento maximo (8umsy) igual a ||18ur(1)||. O peso
proprio das estruturas néo € considerado nas simulacdes.

4.1 SIMULAGAO 1 - PROBLEMA DE TRELICA COM UMA BARRA E MOLA ELASTICA

Na Figura 4 é apresentado um desenho esquematico de uma trelica simples constituida por uma barra
com comprimento indeformado L, e sujeita a uma forca concentrada F de tal forma que ocasiona um
deslocamento vertical v. A barra € adicionada uma mola elastica linear de rigidez K. Considera-se a rigidez axial
da barra (EA) igual a 5 10" N, e os parametros geométricos z e r iguais a 25 mm e 2500 mm, respectivamente.
Para as simulacdes com a estratégia de solucdo GDCM foi adotado o incremento inicial do parametro de forca
1™ igual a 3,1 e o incremento de forga igual a AP =-0,5 N.
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Figura 4 — Trelica plana constituida de uma barra e uma mola.

No Gréfico 1 sdo apresentados as trajetérias de equilibrio (deslocamento v versus forca F) obtidas com o
modelo proposto variando-se a rigidez da mola K. Para as curva numeéricas obtidas com o valor de Ks = 1,35
N/mm, vé-se que a reposta predita pelo modelo proposto se aproxima da obtida no trabalho de Lourenco (1999).
Observa-se diferencas nas trajetérias quando varia-se a rigidez da mola. Nas trajetérias obtidas para Ks =0 e K¢ =
0,5 N/mm surgem dois pontos limites.

90 %
—+— Modelo proposto: Ks=0ON/mm (N=35) gg)}
80H — & Modelo proposto: Ks=0,50N/mm (N=35)
—t— Modelo proposto: Ks=1,00N/mm (N=35) j}g
701 —&— Modelo proposto: Ks=1,35N/mm (N=54) 7
—H— (LOURENGO, 1999): Ks=1,35N/mm /@@55
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Grafico 1: Deslocamento vertical no n6 2 versus a forca F.

De modo geral, uma configuracdo de equilibrio pode ser estavel ou instavel. Configuracbes estaveis
ocorrem com o aumento da carga e do deslocamento; configuragdes instaveis podem ocorrer com a diminui¢édo da
carga e com o aumento do deslocamento, ou com a diminuigdo da carga e do deslocamento.

4.2 SIMULACAO 2 - PROBLEMA DE TRELICA COM DUAS BARRAS

Considere a trelica plana constituida de duas barras mostrada na Figura 5 sujeita a uma forca concentrada
P aplicada no n6 2. As propriedades geométricas e materiais da estrutura sdo consideradas adimensionais. A
rigidez axial (EA) € igual a 1000 para as duas barras. Este problema foi estudado por Crisfield (1991) e Mufioz-
Rojas e Filho (2001). Para as simulagfes com a estratégia de solu¢do GDCM foi adotado o incremento inicial do
parametro de forca '5A™ = 1,5 e o incremento de forca igual a AP = -2,0 N.
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Figura 5 — Trelica plana constituida de duas barras.

No Grafico 2 sdo apresentadas as curvas numéricas deslocamento vertical no n6 2 versus for¢a, e no
Gréfico 3 aparecem as configuracdes deformadas (posicbes de equilibrio) da trelica variando-se o numero de
passos de forca (N) - 0, 50, 100 e 132. Observa-se no Gréfico 2 que as trajetérias obtidas pelo modelagem
proposta e com o programa ATENAS 2.0 (MUNOZ-ROJAS; DUARTE FILHO, 2001) ficaram préximas.

200

150 ~

100

50

Forca (P)

r r ;
—%— Modelo proposto
— 1t ATENAS 2.0 (MUNOZ; DUARTE FILHO, 2001) | |

T

-100

-150
0

5 10 15 20 25
Deslocamento vertical (V)

Gréfico 2: Deslocamento vertical no né 2 versus a forca P.
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Grafico 3: Configuragbes deformadas e indeformada da trelica de duas barras variando-se o nimero de passos

de forga (N).

4.3 SIMULACAO 3 - PROBLEMA DE TRELICA DO TIPO GRUA

A estrutura consiste de uma trelica do tipo grua cujas barras tém mesmo mddulo de elasticidade (E = 210
GPa) e mesma &rea da sec¢éo transversal (A = 0,002 m?). A trelica esta submetida as for¢as concentradas P; e P,
conforme o desenho esquemético apresentado na Figura 6. Para a estratégia de solu¢éo do problema, adota-se o
incremento inicial do parametro de carga *sA%" = 10™.

Im

1

1

S

10

16

Figura 6 — Esquema estrutural da trelica plana tipo grua.

Na analise considera-se os incrementos de forca AP; = 2 kN e AP, = 1 kN. No Gréfico 4 é apresentada a
evolucao do deslocamento vertical no n6 11 da malha versus a forgca P;. Vé-se que a trajetéria de equilibrio obtida
com o modelo implementado ficou bastante préxima as obtidas pelo programa computacional desenvolvido por
Segnini (2000) e pelo programa Ansys (SEGNINI, 2000).
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Grafico 4: Curvas numéricas deslocamento vertical no né 11 versus for¢a P1.
5 CONCLUSAO

A seguranca e economia s@o atualmente dois dos fatores que mais contribuem para favorecer a analise
nao linear de estruturas. O emprego em simultdneo de estruturas de vaos cada vez maiores e de materiais cada
vez mais resistentes conduz a estruturas cada vez mais sensiveis a instabilidade.

Embora, muitas vezes, a resposta da analise de uma estrutura antes de se alcancar pontos criticos seja
suficiente para os propésitos de projeto, a determinacdo da resposta no intervalo pés-critico é essencial quando se
deseja estudar o comportamento da estrutura no dominio de grandes deslocamentos.

O programa desenvolvido com o auxilio do Scilab mostrou-se eficiente devido a simplicidade da
implementacdo computacional e ao razoavel desempenho nos exemplos numéricos estudados, demonstrando,
assim, potencialidade na sua aplicacdo em analises ndo lineares geométricas de treligas.

Evidencia-se a necessidade da utilizagdo de um método incremental-iterativo para a solugdo adequada de
problemas nao lineares geométricos. A técnica de Controle de Deslocamento Generalizado mostrou-se eficiente
na obtencgdo das trajetdrias de equilibrio com pontos limites. O parametro geral de rigidez (GSP) utilizado para a
verificacdo da mudanca do sinal do incremento de forga na passagem por pontos limites forneceu resultados com
razoavel preciséo nos exemplos estudados.

Uma natural continuagéo desta pesquisa consiste em estendé-lo para outras areas da andlise ndo linear,
como estruturas com néo linearidade material e analise dindmica néo linear. A otimizacdo néo linear do layout de
trelicas é também outra area pela qual poderia ser aplicado a formulagdo implementada.
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