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MODELAGEM DE VIGAS POR ELEMENTOS FINITOS CONSIDERANDO A MECANICA DO DANO CONTINUO

Luiz Antonio Farani de Souza®

RESUMO: A analise linear elastica é ainda muito utilizada devido a simplicidade de aplicacdo e ao fato de que o
seu conhecimento ja se encontra consolidado. No entanto, uma das dificuldades da analise linear é sua inaptiddo
em refletir o real comportamento de estruturas menos comuns sob condicfes de carregamentos proximas ao
colapso. Ha uma tendéncia crescente das normas atuais de se incorporar, direta ou indiretamente, os efeitos das
nao linearidades nos projetos estruturais. Com o0 avanco tecnoldgico, o grau de seguranca obtido e o baixo custo
de pesquisas computacionais comparado com ensaios experimentais vém possibilitando cada vez mais a
aplicacdo de técnicas numéricas na solucdo néo linear de problemas de estruturas. Os modelos constitutivos de
dano tém sido usados como uma importante ferramenta de analise da perda de rigidez de estruturas com a
finalidade de prever a degradacédo do material. Fisicamente, o dano pode ser visto como as deformacées plasticas
ou deformagBes permanentes originadas pela deterioracdo das propriedades fisicas do material. Na engenharia
de estruturas é de extrema importéncia conhecer o inicio, a propagacéo e as causas do dano para controla-lo,
estimando assim a vida Util e evitando o colapso da estrutura. Neste artigo é apresentada uma metodologia para a
andlise néo linear de vigas, por meio do Método dos Elementos Finitos, levando em consideracéo o efeito da né&o
linearidade fisica. O material € descrito por um modelo constitutivo fundamentado na teoria da Mecanica do Dano
Continuo. As andlises ndo lineares estaticas sdo efetuadas considerando o método de Newton - Raphson
associado a técnica de continuacdo Controle de Deslocamento Generalizado. Na obtenc@o do vetor de forca
interna e da matriz de rigidez elementar, o mddulo de rigidez a flexdo equivalente é obtido com a divisdo da secao
transversal em camadas. Problemas de vigas encontrados na literatura sdo analisados com o intuito de comprovar
a eficiéncia do cddigo computacional implementado, quanto & obtencdo da trajetéria de equilibrio (forca de
colapso) e a distribuicdo do dano nas sec¢des transversais localizadas em pontos dos elementos finitos da malha
ao longo do comprimento da viga.

PALAVRAS-CHAVE: Elementos Finitos; Mecanica do Dano; ndo linearidade fisica; viga.

1 INTRODUCAO

Na andlise estrutural muitos problemas séo caracterizados pelo comportamento inelastico dos materiais
que conformam as estruturas, identificando fendmenos tais como plasticidade, dano, fraturamento, entre outros,
0s quais mudam substancialmente as propriedades de rigidez do sistema. Um problema complexo gerado pela
inelasticidade dos materiais € a ocorréncia de deformacgbes localizadas no sistema. A consideragdo desse
fendmeno pode levar a problemas na implementacdo numérica, acontecendo inclusive a interrupgao da analise
por problemas de convergéncia ou mal condicionamento numérico. Nesse contexto, a analise numérica de
estruturas com caracteristicas inelasticas de material requer controles de analise que permitam avaliar as
mudancas de rigidez do sistema ocasionadas pelo comportamento n&o linear dos materiais (MUNOZ.; ROEHL,
2012).

Com o avanco do conhecimento do comportamento dos materiais e das técnicas de calculo, além do
desenvolvimento de computadores cada vez mais eficientes, torna-se possivel a considera¢do de mecanismos de
comportamento das estruturas por meio de modelos matematicos mais realisticos. A tentativa de aproximagéo
desse modelos a realidade do comportamento estrutural tem a vantagem de ser possivel determinar respostas
mais precisas, contudo apresenta o inconveniente do nimero excessivo de parametros, identificagdo paramétrica
complexa com necessidade de ensaios experimentais elaborados e de processamento numérico - computacional
elevados (PITUBA; DELALIBERA, 2010).

A Mecénica do Dano Continuo (MDC) é uma ferramenta para a analise da deterioracdo do material em
sélidos submetidos a acdo de natureza mecéanica ou térmica. Enquanto a Mecanica da Fratura lida com as
condicdes de propagacdo de fissuras macroscépicas, a MDC estuda o efeito de microfissuras distribuidas na
resposta do material. Os modelos constitutivos formulados pela aplicagdo dos conceitos da MDC permitem
considerar as perdas de rigidez e resisténcia, observadas em diferentes materiais, como resultado do processo
evolutivo de microfissuracdo. Essa teoria pretende descrever a evolu¢do dos fendmenos dessas perdas que se
desenvolvem entre um estado inicial, relativo a uma situagdo de material integro, e um estado final,
correspondente a ruptura do elemento de volume. Para tanto, fundamenta-se nos principios, e métodos, da
mecéanica dos meios continuos e da termodinamica dos processos irreversiveis (PROENCA, 1992).

! Professor Dr. do Curso de Engenharia Civil da UTFPR, campus Apucarana - Pr. lasouza@utfpr.edu.br

IX EPCC - Encontro Internacional de Producéo Cientifica UniCesumar
03 a 06 de novembro de 2015 3
Maringa — Parana — Brasil @, UniCesumar



Anais Eletrénico

IX EPCC - Encontro Internacional de Produgéo Cientifica UniCesumar
Nov. 2015, n. 9, p. 4-8

ISBN 978-85-8084-996-7

A variavel dano ndo é uma grandeza fisica mensuravel diretamente mas, para fins da modelagem
matematica, € possivel relaciona-la a reducdo progressiva de caracteristicas mecanicas globais como, por
exemplo, o moédulo de elasticidade. Assim sendo, uma variavel interna representativa do estado de deterioracao
do material é definida de modo a permitir, quantificar e distinguir, macroscopicamente, um elemento de volume
deteriorado de um outro integro.

Este artigo apresenta uma metodologia para a analise ndo linear de vigas, por meio do Método dos
Elementos Finitos, levando em consideragdo o efeito da ndo linearidade fisica. O material € descrito por um
modelo constitutivo fundamentado na teoria da Mecanica do Dano Continuo proposto por Manzoli (1998), com a
possibilidade de prever o comportamento diferenciado tanto a tragdo quanto a compressdo. As andlises nao
lineares estaticas sdo efetuadas considerando o método de Newton - Raphson associado a técnica de
continuacéo Controle de Deslocamento Generalizado. Na obtencédo do vetor de forca interna e da matriz de rigidez
elementar, o médulo de rigidez a flexdo equivalente é obtido a partir da determinacao do dano em cada camada
de divisdo das secdo transversais localizadas nos pontos de Gauss na integracdo numérica. Problemas de
estruturas de vigas encontrados na literatura sdo analisados com o intuito de comprovar a eficiéncia do codigo
computacional implementado, quanto a obtencao da trajetéria de equilibrio (forca de colapso) e a distribuicao do
dano nas secdes transversais localizadas em pontos dos elementos finitos da malha ao longo do comprimento da
viga. As simula¢Bes computacionais séo realizadas com o programa gratuito Scilab.

2 MODELO CONSTITUTIVO PARA O MATERIAL DA VIGA

Para descrever o comportamento do material, utiliza-se um modelo baseado na Mecénica do Dano
Continuo proposto por Manzoli (1998). Para o caso de um elemento unidimensional submetido a uma forca axial,
a tenséo efetiva ¢ é expressada por:

0= Eos (1)
O limite de dano inicial r, € uma propriedade do material e pode ser relacionado a tenséo limite de
proporcionalidade f, da seguinte forma:
fo
ro =B, — 2
onde B; é um parametro do modelo. Define-se a norma da tenséo efetiva t(c) por:
62
%)= |— 3
@ = |5 3)

A partir das relagdes de Kuhn - Tucker, o limite de dano é dado pelo maximo valor da varidvel O durante o

processo de carregamento, tal que:

r = max(ry, T) (4)
A partir das Equacdes (1) e (3), O pode ser expresso em termos da deformacéo especifica ¢ por:
t(e) = Eo ¢ (5)
A variavel de dano d é escrita em fun¢éo do médulo H e do limite de dano r por:
_ I'—Ty
d= r(1 + H) ©6)

Variando-se a funcdo que descreve o mddulo H, tem-se na Figura 1 em: (a) o regime elastodegradavel
perfeito (perfeitamente plastico); em (b) o encruamento linear positivo (endurecimento); em (c) o encruamento
linear negativo (abrandamento); e em (d) o abrandamento exponencial.

A |
H=0
=0
H = constante H = constante
> >
€ €
@ ()
o c
H<0
H=exponencial
H = constante
> >
© £ @ &
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Figura 1 — Comportamentos distintos de endurecimento/abrandamento.

Para o caso de um procedimento incremental, o0 dano d no passo de carga t+At pode ser obtido a partir da
deformacéo especifica (¢) em cada camada de divisdo da sec¢do transversal da viga (no ponto de Gauss
correspondente na integracdo numérica), a cada iteracdo k, por meio do algoritmo do modelo constitutivo de dano
diferenciado a tracdo e a compressédo apresentado na Figura 2. No algoritmo, os limites de dano inicial ro; € ro; Sd0
referentes a compresséao e a tracdo, respectivamente, e os modulos H, e H, referem-se a compresséo e a tracao,
respectivamente.

Entrada: Eo. He. Hy. roc. Ton. g&D
1) Calcular t® = |/E, |efk—1)|

2) See” '>0 (tracdo)
Se (= gt
B ®
sendo
W
Fim
- ¥ _rg,
Calcular d® = (e Hy)
Fim
3) Seg® V<o (compressio)
Se 1™ > e
S ®
sendo
W=
Fim
Calcular d® = %
Fim

4) See®V=0,d® = 0, Fim
5) Sed® > 1.d™ = 1. Fim
6) Se d®™ < 0.d® = 0. Fim
Saida: d®

Figura 2 — Algoritmo para o modelo de dano diferenciado a tragédo e a compresséo.

3 MODULO DE RIGIDEZ A FLEXAO EQUIVALENTE

Para a determinagédo do médulo de rigidez a flexdo equivalente, a secéo transversal da viga é dividida em
nc camadas de mesma espessura. O momento de inércia da camada i (I;) é calculado, de acordo com o Teorema
do Eixo Paralelo, por:

v )3 v N2
I =w+b(}’i—}’i—1) (Yi—1+},12¢) , i=1,,nc ()
onde nc é o ndmero total de camadas, b € a largura da secao transversal retangular, e y; € a coordenada da i-
ésima camada a partir do centro geométrico da segdo. A rigidez a flex&o equivalente Eleq € calculada por:
Eleq = IS Eily (8)
onde E; = E((1-d;) € o médulo de elasticidade longitudinal do material danificado da i-ésima camada.

Na obtencdo do vetor de forca interna e da matriz de rigidez elementar, 0 médulo de rigidez a flexao
equivalente é avaliado em cada ponto de Gauss na integragdo numérica (método de Quadratura Gaussiana). No
procedimento de célculo desse médulo, supbe-se por simplificacdo que a linha neutra esta localizada no centréide
da secao transversal; no entanto, essa condi¢céo é vdlida desde que o material apresente mesmo comportamento
constitutivo tanto a tracdo quanto a compressao.

4 METODO DE SOLUGCAO

Algoritmos existentes de métodos de solucéo apresentam como passo fundamental a avaliagdo do vetor
de carga residual lwg(k'l), e uma nova estimativa para os deslocamentos € obtida por meio do sistema de
equacdes:

thAtge (k=1) o (k) — t+Atg(k-1) = thay (k=Dp _ tratp (k=1 (9)
- - r 1
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t+At (k-1) )

€ a matriz de rigidez representativa do sistema estrutural, du™ é o vetor de deslocamentos residuais,
€ o vetor de forcas internas, e kg g parametro de carga total. No sistema de equacdes dado em (9) o
superindice direito refere-se a iteracdo e o superindice esquerdo ao passo de incremento de carga. Para a
determinacdo do pardmetro de carga iterativo utiliza-se a estratégia Controle de Deslocamento Generalizado
(GDCM). O parametro de carga total A e o vetor de deslocamentos totais u sdo obtidos pelas seguintes equacdes
no passo t+0t e na iteragdo k, respectivamente:
t+HAG () — t+HA (k-1) 4 t+Atg) () (10)
tHAL, () — tHALy (k-1) 4 tHAtg, (k) (12)
A técnica GDCM foi apresentada por Yang e Shieh (1990) e consiste na utilizacdo de um parametro geral
de rigidez (GSP), que é definido pela seguinte equacdo (RODRIGUES et al., 2008):
18ur(1)T 18ur(1)
GSP = = (12)
t8u (€8] t+At8u
onde *5u, é o vetor de deslocamentos da primeira iteracdo referente ao primeiro passo de carga. O parametro do
incremento de carga "*s1% é calculado por:

onde
t+AtF (k-1)

te. (DT tratg - )
g0 = — Ol Ol (13)

tSu (1)Tt+At8ur(k)

O sinal do incremento inicial de carga ("6 k(l)) pode ser positivo ou negativo. A escolha do sinal correto é
de suma importancia na definicdo de sequéncias de solu¢cdes que permitam 0 avanco na resposta carga -
deslocamento. O parametro de rigidez generalizado (GSP) depende exclusivamente dos vetores 'du, (passo de
carga anterior) e "u, (passo de carga corrente). A mudanca de sinal do parametro GSP serve como um
indicador para a mudanca do sentido de crescimento da carga, uma vez que 0 mesmo torna-se negativo somente
nos incrementos da carga imediatamente apds a passagem por pontos limites.

Ha possibilidade de que o deslocamento tangente tenda ao infinito em pontos proximos a um ponto limite
da trajetdria de equilibrio. Para evitar que isso ocorra, limitou-se este deslocamento a um valor maximo SuUyay, de
forma que se ||8u]| > dumax, €ntdo (KRENK, 1995):

tHatga (k) — SUmax

|8,

Uma estratégia adaptativa que pode ser muito Gtil no emprego da técnica de controle de carga é a

determinag¢éo automética da vanagao do parametro de carga inicial ( 8)\(1)) para a definicdo do valor do parametro

de carga para a primeira iteragéo (' v\ ) que consiste em, ao final de cada passo da andlise, monitorar o

namero de iteragbes requeridas para a convergéncia (N;) da técnica iterativa e comparar esse nimero com um

valor 6timo (N,). Por meio desta monitoracao, calcula-se trAGA® para o passo de carga seguinte por (CRISFIELD,
1991):

16 (14)

N
tHAtg) (1) — N_Ot 152D, /|GSP| (15)
it

Na Figura 3 é apresentado o algoritmo implementado referente ao método de Newton - Raphson
associado a estratégia GDCM.
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1) Determinar um valor para o parametro de carga inicial 160D e fazer 2 @=1
2) Para a primeira iteracdo (k = 1). em qualquer passo t + At:
a) Determinar a matriz de rigidez K(©).

1) _ K(orl (0)

L. -1
b) Resolver as equagdes de equilibrio 8ur(1) =K©® “F.e 8u, g
c) No primeiro incremento. fazer GSP = 1. Do segundo incremento em diante
utiliza-se a equagao:

T
18urm 18ur(1)

T
tsur(l) t+At8ur(1)

d) Do segundo passo em diante, usar SA(Y) = % EI\ON |GSP].
\J it

e) Verificar o sinal de GSP. Se GSP < 0. multiplicar IR por -1 para mudar o
sentido de crescimento do parametro de carga.

f) Calcular o deslocamento Su*) = Sug(l) + SA(I’Sur(I).
3) Para as proximas iteragdes (k = 2) no passo t + At:

a) Determinar o vetor das forgas g1 = A&-Df, — &1

b) Atualizar a matriz de rigidez k&1

c) Resolver Sug(k) = K(k'l)_lg(k'l) - 8u,.(k) = K(k'l)_lF,..

T
tsuru) t+At8ug[k)

d) Calcular 6A® = - — — —%€
t&url” t+At8ur[k)
¢) Calcular os deslocamentos 8u™® = 8ug(k) +8a® 8ur(k).

N > - ) &
f) Se [[8u®)|| > Gupsy, entdo a® = ”;"ﬁ" 1A
Up

4) Atualizar o parametro de carga total /. e o vetor de deslocamentos totais u:
AR = aGk-1) 4 5)~(k)
u® = g1 4 gu®

3) Repetir os passos 3) a 4) até que ||g(k_1)|| <C

6) Voltar ao passo 2) para o proximo incremento de carga fazendo A®.—3®. 1y,

Figura 3 — Algoritmo para o método de solugéo.

5 RESULTADOS E DISCUSSOES

Nesta secao sdo apresentados os resultados numéricos de problemas de vigas hiperestéticas encontrados
na literatura levando-se em conta na andlise estética a ndo linearidade fisica. Na discretizacdo das estruturas, a
malha é constituida por 20 elementos finitos de poértico de dois nés. Em todas as andlises estruturais, considerou-
se a tolerancia (O) para a verificacdo da convergéncia a cada iteracdo (k) igual a 10, o nimero de iteracdes
desejadas (Ny) igual a 5, e o deslocamento maximo (8umay) igual a ||18u,(1)||. Em todos os problemas é desprezado
0 peso proéprio da estrutura.

51 SIMULACAO NUMERICA 1 - VIGA BIENGASTADA

Seja o0 problema de viga biengastada, mostrada na Figura 4, de comprimento L = 5,0 m e sec¢éo
transversal retangular (0,30 x 0,60) m?, cujo material é o aco macio com o comportamento elastodegradavel
perfeito (Figura 1a). A viga esta sujeita a uma forga concentrada vertical P aplicada no meio vao. Este problema foi
estudado por Lourengo (1999).
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Figura 4 — Esquema estatico da viga biengastada.

Na Tabela 1 sédo apresentados os parametros materiais do Modelo de Dano e os utilizados na estratégia
de solucdo GDCM. No Gréafico 1 aparecem as curvas numéricas deslocamento vertical maximo versus forca,
variando-se o nimero de camadas da secao transversal da viga (nc).

x 10°
14
12
10
Z 8
o
©
=
L 6
&
@ —%—nc =60
4 rj’* —H— Lourengo (1999) |
3:‘? O nc=2
%‘Eﬁ nc =10
2%
7

Q-
0 0.002 0.004 0.006 0.008 0.01 0.012 0.014 0.016 0.018 0.02
Deslocamento ‘ertical (m)

Grafico 1: Deslocamento vertical maximo versus forca P variando-se no niumero de camadas (nc).

Tabela 1: Par@metros do Modelo de Dano e do método de solugdo GDCM.

Modelo de Dano GDCM
Eo, = 200 GPa
foc = for =300 | b _ () 58 MN
MPa s\ = 10714
He=H =0 -
B]_ =1

Vé-se no Gréfico 1 que, com o aumento do nimero de camadas de divisdo da secéo transversal da viga, a
curva numérica predita pelo modelo implementado se aproxima da curva numérica obtida por Lourenco (1999). O
valor da forca limite de elasticidade obtido na simulacédo € igual a 8,700000 MN (o valor tedrico é igual a 8,64 MN),
e corresponde ao momento em que as fibras mais afastadas em relacdo ao eixo neutro da secao atingem a
tensdo de escoamento tanto na compressao quanto na tragdo. O valor da forca de colapso (P;.) obtido é de
13,085307 MN com uma diferenca de 0,9668 % (erro relativo percentual) em relagdo ao valor teérico de 12,96
MN.

5.2 SIMULACAO NUMERICA 2 - VIGA ENGASTADA - APOIADA

Seja a viga engastada - apoiada indicada na Figura 5, de secdo retangular e comprimento L = 10 m,
submetida a uma for¢a concentrada P no meio do vao, e para a qual deseja-se o valor da forca de colapso (Pjm).
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Considere-se ainda que a viga seja constituida por um material que apresenta um comportamento
elastodegradavel perfeito, conforme o diagrama tensao x deformacdo esquematico apresentado na Figura 1la.
Esta estrutura foi estudada por Santos (2003).

P

Secéo A l
§{ Secio B A
| 4 d
2 L2 K L2 ¥

Figura 5 — Esquema estético da viga engastada - apoiada.
A secdo transversal da viga foi dividida em 64 camadas de mesma espessura. Na Tabela 2 séo
apresentados os parametros do Modelo de Dano e do método de solucdo GDCM. A trajetéria de equilibrio
(deslocamento vertical no centro do vao versus forca) é apresentada no Gréfico 2.

Tabela 2: Pardmetros do Modelo de Dano e do método de solugdo GDCM.

Modelo de GDCM
Dano
E, = 205 GPa
foe =for =250 | b _ 190 kN
MPa sA® = 104
Hc=H =0 -
B]_ =1

No modelo constitutivo, considera-se que a camada da secao transversal escoa quando a variavel dano
assume valor maior que zero (d > 0). A simulacéo é conduzida até o escoamento de todas as camadas da secao
transversal localizada no ponto de Gauss do elemento finito mais préximo do n6 onde esta aplicada a forga P. A
forca limite tedrica (colapso da estrutura) € calculada pela seguinte equacao:

2
Rim = 251 (19
onde b é a base da secéo, h é a altura da se¢éo, e L € o comprimento da viga.

A partir da Eq. (16), obtém-se o valor da forga limite igual a 600,00 kN. Vé-se no Gréfico 2 que o valor
numérico da forca limite (599,6552477898455 kN) ficou bastante proximo do valor teérico (erro relativo percentual
de 0,0574587%).

A distribuicdo do dano no final da simulacdo nas camadas das sec¢Bes transversais (localizadas nos
pontos de Gauss de cada elemento finito) ao longo do comprimento da viga pode ser vista na Figura 6. Observa-
se nessa figura as camadas das secdes transversais da viga que iniciaram o escoamento (d > 0, conforme a
legenda), destacando-se as regides mais danificadas proximas ao engaste e ao ponto de aplicagdo da forca.
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Gréfico 2: Deslocamento vertical no centro do vao versus forca P.

Legenda (Dano)

Elemento 1
Figura 6 — Distribuicdo do dano nas camadas das sec¢des transversais ao longo do comprimento da viga.

6 CONCLUSAO

A partir das simulag6es computacionais realizadas dos problemas de vigas, a modelagem proposta,
utilizando o Método dos Elementos Finitos e o modelo constitutivo baseado na Mecénica do Dano Continuo,
apresentou razoavel performance quanto a obtencdo da trajetéria de equilibrio (forca de colapso) em comparacdo
com os resultados disponiveis na literatura.

No segundo problema, o modelo numérico produziu um mapa da distribuicdo do dano nas camadas das
secdes transversais em pontos ao longo do comprimento da viga (localizadas nos pontos de Gauss de cada
elemento finito), evidenciando a formacao de fissuras nas regides mais solicitadas da estrutura. Em geral, modelos
discretos necessitam de técnicas sofisticadas e onerosas computacionalmente de reconstrucdo da malha para
capturar a propagacéo de fissuras ao longo do processo de carregamento. Assim, essa metodologia apresenta a
vantagem de ndo requerer o uso de técnicas de reconstru¢cao da malha de elementos finitos.

Uma barreira no uso corrente de modelos néo lineares esta relacionada aos problemas numéricos e
instabilidades na convergéncia que podem surgir em virtude de diversos refinamentos de modelo. Isso ocorre por
conta da calibracdo dos pardmetros necessarios nos modelos nédo lineares, sendo oneroso o processo, Visto que
diversas analises preliminares devem ser feitas antes de realizar o estudo final da estrutura.
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Evidencia-se a necessidade da utilizacdo de um método incremental-iterativo para a solucdo adequada de
problemas com nao linearidade fisica. A técnica de controle de deslocamento generalizado (GDCM) mostrou-se
eficiente na obtencéo das trajetdrias de equilibrio.

Como pesquisa futura, sugere-se a andlise estrutural de vigas de concreto armado reforcadas a flexdo
com laminas de PRFC, acrescentado na determinacéo da rigidez a flexdo equivalente as rigidezes das armaduras
longitudinais e o reforgco. Além disso, a modelagem proposta pode ser estendida para a analise de estruturas do
tipo portico plano, levando-se também em conta o efeito da néo linearidade geométrica.
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