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OS NUMEROS PRIMOS E A HIPOTESE DE RIEMANN
Willian Cleyson Fritsche®, Alexandre Shuji Suguimoto2

RESUMO: O presente trabalho é constituido de pesquisa bibliografica e possui o objetivo de disseminar o
conhecimento da hipétese de Riemann, portanto, apresenta-se o conceito basico e essencial para subsidiar e
incentivar estudos mais abrangentes sobre um dos maiores problemas da matematica. Estuda-se no decorrer do
presente artigo o Teorema dos NUmeros Primos, a continuacdo analitica da funcéo zeta de Euler {(o), 0s zeros
nao triviais w da funcdo zeta de Riemann {(s) e a ligacdo da funcdo {(s) com os numeros primos, uma ligacéo
extraordinaria que conecta duas areas matematicas aparentemente distintas e fornece uma estimativa do padréo
da distribuicdo dos nimeros primos. Muitos matematicos definem a matematica como o estudo dos padrdes,
portanto, ndo saber o padrdo dos numeros primos, um conceito estudado desde o tempo dos gregos antigos e
considerado os atomos da matematica é sem divida um problema imprescindivel, no qual, a hipétese de Riemann
apoiada na intrinseca conexao da fungéo zeta {(s) com os nimeros primos revela-se a melhor possibilidade de
desvendar este mistério, porém, mostra-se um problema dificil que tem resistido aos esfor¢cos dos matematicos
em obter e uma demonstracdo ou refutacdo desde 1859.

PALAVRAS-CHAVE: Distribuicdo dos Numeros Primos; Funcdo Zeta de Riemann; HipGtese de Riemann;
Teorema dos NUmeros Primos; Zeros Nao Triviais da Funcao Zeta.

1 INTRODUCAO

Os numeros primos sdo estudados desde os tempos de Euclides e Eratostenes, porém, mesmo apoés
cerca de 2315 anos a matemética ainda é muito primitiva para desvendar seus inUmeros mistérios, no qual, o
padrdo da distribuicdo dos nuameros primos é o mais cobicado. Apdés Euclides demonstrar a infinidade dos
nameros primos 0s matematicos se depararam com a sua aleatoriedade no decorrer do conjunto dos numeros
naturais, a localizagdo do proximo nimero primo é completamente imprevisivel e compreender a distribuicdo dos
primos € um problema intrinseco a matematica.

O primeiro avan¢o no estudo da distribuicdo dos nameros primos ocorreu em 1792 obtido por Carl
Friedrich Gauss ao conjecturar uma tendéncia assintética para a funcao de contagem dos nimeros primos m(x),
no entanto, Gauss manteve seu resultado em segredo até o ano de 1849 quando trocou cartas com Johann Encke
e comentou sobre sua conjectura. A conjectura de Gauss foi demonstrada em 1896 independentemente por
Hadamard e de la Vallée Poussin, sendo conhecida como Teorema dos NUumeros Primos.

Influenciado pelos estudos de Gauss e pelos métodos matematicos de Dirichlet, Bernhard Riemann
mostrou em seu célebre artigo de 1859 que 0s zeros nao triviais w da fungéo zeta {(s) estdo intrinsicamente
conectados com os nimeros primos, resultando de tal conexado um padrao (peculiar e maravilhoso) da distribuicéo
dos numeros primos, no entanto, para o0 cobicado padrdo determinado por Riemann ser verdadeiro
imprescindivelmente € necessario demonstrar que “todos os zeros nao triviais da funcéo {(s) pertencem a reta

critica Re(s) = % denominada hipoétese de Riemann.

De fato, os zeros néo triviais w da funcdo {(s) intervém na estimativa do padrdo da distribuicdo dos
nameros primos, portanto, para assegurar matematicamente que tal padrdo manter-se-a conforme w — o, a
hipétese de Riemann deve ser verdadeira, ou seja, se todos 0s zeros nao triviais da funcao {(s) localizam-se na
reta critica, a estimativa do padrédo da distribuicAo dos nimeros primos jamais ira alterar-se, logo, constituir4 de
fato um padréo.

O resultado crucial da estimativa do padréo da distribuicdo dos niumeros primos é o problema matematico
mais importante atualmente ndo resolvido, tanto que, é o Unico problema que faz parte da lista dos problemas de
Hilbert (maiores desafios matematicos do século 20) e da lista dos problemas do milénio (7 maiores desafios
matematicos deste milénio), além disso, faz parte da lista dos problemas de Smale (maiores desafios matematicos
do século 21) e este ano fez 156 anos que a hipétese foi formulada por Bernhard Riemann.

O presente trabalho é constituido de pesquisa bibliografica e interpretacdo das informacdes obtidas para
seu dimanar, formula-se o objetivo de disseminar o conhecimento da hiptese de Riemann e incentivar pesquisas
posteriores sobre o tema, pois € fundamental que a nova geracdo de matematicos esteja familiarizada com os
grandes desafios desta magnifica area cientifica.
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2 O TEOREMA DOS NUMEROS PRIMOS

A distribuicdo dos nameros primos € um mistério e permaneceu completamente sem compreensédo até
Gauss, um dos pioneiros no estudo da funcdo de contagem dos ndmeros primos, denotado por w(x) e definida
como a quantidade de numeros primos p < x, buscando propriedades desta fungdo Gauss construiu uma tabela

com a razéo % e percebeu um sutil comportamento surgindo conforme x aumenta, iniciando com x = 10 e
multiplicando sucessivamente x por 10, a razao % parece proceder como se fosse uma progressao aritmética,
observe a tabela

Tabela 1: Informacdes sobre m(x)

x m(x) X (L) _<L)
(%) w(x)/,, \m(x)/,_,

10 4 2.5 -

10?2 25 4 15

103 168 5.952 1.952
10* 1229 8.136 2.184
10° 9592 10.425 2.288
10° 78498 12.739 2.3138
107 664579 15.047 2.3079
108 5761455 17.356 2.309
10° 50847534 19.666 2.309
1010 455052511 21.975 2.308

Fonte: CARNEIRO, 2014.

Gauss percebeu que a diferenca entre as razfes (coluna 4 da tabela 1) aproxima-se de 2.3 conforme x

n
aumenta, assim, para 10" a razao 71:(11(:)”) deve ser aproximadamente igual a 2.3n, analisando uma tabela
n
logaritmica Gauss notou que 2.3 = 1n 10, logo, In 10™ é aproximadamente igual a % portanto, quando x — o

X
temos que Inx ~ )

Primos que denominaremos no decorrer do artigo como TNP, no qual, a notacdo (~) é transitiva e significa que:

, reescrevendo m(x) em termos de Inx obtemos n(x)~ﬁ, este é o Teorema dos NUmeros

X
im ) =1
X—00
In x
dizemos entdo que 7 (x) tende assintoticamente a ﬁ
Posteriormente Gauss percebeu que a integral logaritmica Li(x) = le':l—tt € uma aproximacgdo de m(x)
melhor que ——, assim, refina-se o TNP &:
w(x)~Li(x)

Hadamard e de la Vallée Poussin demonstraram independentemente o TNP em 1896 utilizando resultados
apresentado por Riemann no artigo de 1859.

Perceba na figura 1 como Li(x) (preto) fornece uma aproximacdo de m(x) (vermelho) melhor que ﬁ
(azul):
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Figura 1 — Comparacéo da distribuicdo de m(x) (vermelho), ﬁ (azul) e Li(x) (preto)
Fonte: MAZUR; STEIN, 2015, p. 50

O TNP nos revela as seguintes propriedades fundamentais:

1. A probabilidade de x ser um nimero primo tende assintoticamente a ﬁ;

O x—ésimo numero primo tende assintoticamente a In x*;
Apesar da aleatoriedade do seu surgimento, 0os numeros primos escasseiam-se de maneira
sistematica, revelando uma fantastica regularidade.

wn

Além da tendéncia assintética que o TNP apresenta para a “curva escada” da fungdo m(x), Rosser e
Schoenfeld mostraram em 1962 que ﬁ < m(x) para x = 17, Dusart mostrou em 1998 que m(x) < ﬁ(l + 12762)

In x

para x > 1 e Littlewood mostrou em 1914 que a diferenca Li(x) — n(x) muda de sinal uma infinidade de vezes
para x suficientemente grande, ou seja, até determinado valor x; (= 7.6) temos que Li(x) > n(x), porém, para
X, < Xy < x < o (te Riele mostrou em 1987 que x, < 6.658 x 1037%) temos que ora Li(x) < m(x) e ora Li(x) >
n(x) (mantendo a assintoticidade), logo, os resultados de Rosser, Schoenfeld, Dusart e Littlewood refinam o
conhecimento sobre a “curva escada” de m(x).

3 A FUNGCAO ZETA DE RIEMANN E OS ZEROS NAO TRIVIAIS

- 1 2 . L
Leonhard Euler resolveu o problema da Basileia mostrando que Z;‘{’zlﬁ =% e generalizou esta série

- ~ 1 z . . 2
definindo a fungéo Z;’f;ln—o gue € uniformemente convergente na semirreta g, < ¢ < co para todos 0os numeros

reais g, > 1, denominada funcao zeta de Euler {(o). Euler também percebeu uma fantastica relacdo entre {(o) e
0s numeros primos que ocorre pelo produto euleriano, uma expressédo analitica da fatoracdo Unica de inteiros
como produto de nimeros primos p, portanto, define-se a funcéo {(a) como:

1 1\
((0)=ZF=H(1——J) , parac>1
n=1 P p

através de ((o) Euler desenvolveu uma demonstracdo da infinidade dos nameros primos que é indireta e por
absurdo.

Riemann percebeu que poderia realizar a continuagéo analitica de {(¢) para todo o plano complexo (C)
exceto s = 1, onde existe um pélo simples, assim, obtendo a denominada fun¢éo zeta de Riemann {(s) com s € C,
definida como uma fungdo meromorfa obtida da continuagdo Unica de {(¢) para todo o plano complexo s # 1.
Para realizar a continuacéo analitica inicialmente define-se {(s) para Re(s) > 1, no qual, o produto euleriano é
véalido e a relacdo com os nUmeros primos permanece, logo:

i(s) = i% = 1_[<1 —%)_1, para Re(s) > 1
n=1 )

a série é totalmente convergente para Re(s) > 1.

A continuacdo analitica de ((s) para o restante do plano complexo é realizada em dois passos,
primeiramente realiza-se a continuacdo para Re(s) > 0 (assim {(s) é definida para o restante do semiplano
complexo com parte real positiva), para esta continuacao define-se a funcéo zeta alternada, denominada funcéo
eta de Dirichlet n(s):
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SV -2y
n=1

reescrevendo {(s) em termos de n(s) obtemos:

1 vt
{(s) = = 21—52 e para Re(s) >0
n=1

a série é totalmente convergente para todo s # 1 com Re(s) > 0, portanto, fornece a continuagdo analitica de {(s)
para o restante do semiplano complexo com parte real positiva, exceto s = 1. Perceba que assumindo o valor

s = 1, no primeiro termo na direita da igualdade ocorre ﬁ = % logo, {(s) possui um poélo simples de residuo 1
em s =1, ou seja, lim,_,;(s — 1){(s) = 1.

Conhecendo {(s) para Re(s) > 0 pode-se realizar a continuacdo analitica de {(s) para Re(s) < 0, para
esta continuacéo define-se a equacao funcional demonstrada por Riemann:

ST
{(1 —s)=22n)"" cos (T) I'(s){(s), para Re(s) <0

onde I'(s) = f0°° e *“us"! du é a fungdo gama para Re(s) > 0.

{(s) satisfaz a relagéo de reflexdo da equagédo funcional, perceba que {(1 —s) = {(0) se, e somente se

s =1, que € o polo simples de {(s), felizmente pode-se obter o valor de {(0) pela equacgédo funcional através do
limite:

ST 1
£(0) = lim22m)~* cos () T(©)4() = —5

para o restante dos valores de {(s) com Re(s) < 0 perceba, por exemplo, se s = 1.1 sabemos calcular {(1.1) e
pela equacao funcional obtém-se {(—0.1), se s = 1 + i sabemos calcular {(1 + i) e pela equac¢éo funcional obtém-
se {(—i) (lembre-se que as variaveis complexas s sdo simétricas em relagdo ao eixo real), assim, obtemos
qualquer valor de {(s) para Re(s) < 0 utilizando {(s) para Re(s) > 1 e {(s) para Re(s) =0 tal que Jm(s) # 0
utilizando {(s) para Re(s) = 1 com Jm(s) # 0.

A equacdo funcional de ((s) é totalmente convergente para Re(s) < 0, logo, fornece a continuacéo
analitica para todo o semiplano complexo com Re(s) <0, portanto, concluimos a extensao do dominio de
definicdo da fungéo {(s) para todo o plano complexo s # 1. A funcdo {(s) (definida em todo o plano complexo
s # 1) possui varias propriedades importantes, no qual, as propriedades fundamentais sobre os seus zeros sdo:

1. {(s) # 0 para Re(s) > 1, garantido pelo produto euleriano;

2. ((—2n) =0 para todo n € N, ou seja, todos os inteiros pares negativos anulam a funcdo {(s) e sao
denominados zeros triviais (pois sdo zeros reais);

3. Se s =w # —2n, entdo, {(s) = 0 se, e somente se, Im(s) # 0 e 0 < Re(s) < 1, denominados zeros ndo
triviais w (pois ndo sao zeros reais);

4. Existem infinitos zeros néo triviais w de {(s) e todos se localizam na regido 0 < Re(s) < 1, denominada
faixa critica;

5. Os zeros néo triviais w estdo dispostos simetricamente em relagdo ao eixo real e também em relagédo a

reta Re(s) = § denominada reta critica.

Os zeros triviais de {(s) sao todos conhecidos, portanto, o foco passa a ser 0s zeros nao triviais w de {(s),
para entender a disposi¢cdo dos zeros nao triviais w ao longo da faixa critica considere o gréfico tridimensional de
|¢(s)]| (figura 2), cujo parece uma cadeia de montanhas com a superficie estendendo-se até o nivel do 0:

IX EPCC - Encontro Internacional de Producéo Cientifica UniCesumar
03 a 06 de novembro de 2015 ah
Maringa — Parana — Brasil k@_} UniCesumar



Anais Eletrénico

IX EPCC - Encontro Internacional de Produgéo Cientifica UniCesumar
Nov. 2015, n. 9, p. 4-8

ISBN 978-85-8084-996-7

Figura 2 — Gréfico tridimensional de |{(s)| com —4 < Re(s) <4 e —10 < Im(s) < 40
Fonte: NIST Digital Library of Mathematical Functions

No grafico tridimensional da esquerda, o “pico solitario” é formado pelo pdélo simples s = 1 e estendesse
para o infinito, pode-se localizar os zeros néo triviais w de {(s) que sdo os pontos mais profundos dos “buracos”
na encosta da cadeia de montanhas, por outra perspectiva, no gréafico tridimensional da direita, também pode-se
visualizar o polo simples s = 1, mas o que nos interessa sdo as formas que lembram “estalactites” e interceptam o
plano (cinza) em um Unico ponto que s&@o os zero néo trivial w. Perceba que os primeiros zeros nao triviais w estao
alinhados, considerando um plano que intercepta verticalmente o grafico tridimensional de |{(s)| e passa pelos
primeiros zeros ndo triviais w, obtemos a figura 3:

| \ . | i w‘ ’ |
o e PP T A &Lb ‘oo o4
Figura 3 — Gréfico de |Z (§+ it)| para 0 <t <60
Fonte: BAUGH, 2007, p. 5

. ~ L 1 . . ~ - 1
A intersecc¢éo do plano esta no ponto > do eixo real, ou seja, é exatamente na reta critica Re(s) = > logo,

todos os primeiros zeros ndo triviais w de {(s) (pontos do gréfico da figura 3) sdo da forma w = % + it, Riemann
ndo acreditava que este fato era coincidéncia, portanto, conjecturou em seu artigo de 1859:

1

Hip6tese de Riemann. Todos os zeros nao triviais da fungdo {(s) pertencem a reta critica Re(s) = >

Riemann também mostrou que o nimero N(T) de zeros ndo triviais w com 0 < Im(s) < T na faixa critica
0 < Re(s) < 1 tende assintoticamente a %(ln % — 1), posteriormente em 1905 von Mangoldt mostrou que:

NT—TIT 1 O(nT
()—E(nﬁ— )+ (In T)

denominada formula de Riemann-von Mangoldt, onde O(In T) (notagdo O-grande) significa que |N(T) —
T
2

(ln % — 1)| < dIn T com o multiplo constante d < 0.14.

. 1 ~ e . ran , .
Precisamente, para Re(s) = > (zeros ndo triviais w na reta critica) a formula de Riemann-von Mangoldt

denota-se N, (T), como N(T) conta todos os zeros néo triviais w na faixa critica, inclusive, os da reta critica,
enquanto N, (T) conta somente 0s zeros nao triviais w na reta critica, obviamente temos que N, (T) < N(T) para
gualquer intervalo [1,T] da faixa critica com T — oo, portanto, a hip6tese de Riemann afirma que Ny(T) = N(T)
para qualquer que seja o intervalo [1,T] com T — co.

Godfrey Hardy demonstrou em 1914 que existem infinitos zeros ndo triviais w de {(s) pertencentes a reta

st 1 ~ . g ~ . .
critica Re(s) = ~» Mas apesar de ser um grande resultado ndo significa que todos os zeros néo triviais w estejam

na reta critica, podem existir infinitos zeros nao triviais de {(s) em outros pontos da faixa critica, inclusive, apenas
um zero ndo trivial w ndo pertencente a reta critica seria suficiente para mostrar que a hipotese de Riemann é
falsa (seria um contraexemplo), no entanto, atualmente sdo conhecidos mais de 10 trilhdes de zeros no triviais de

{(s) e todos pertencem a reta critica Re(s) = %

Bohr e Landau demonstraram em 1914 que todos, exceto uma proporcao infinitesimal de zeros néo triviais
w estdo muito préximos da reta critica, além disso, Brian Conrey demonstrou em 1989 que no minimo 40% dos
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zeros nao triviais w estdo na reta critica, ou seja, ndo importa a quantidade de zeros nao triviais de {(s) que se
. . . ~ . L .~ 1
considera, no minimo 40% desta quantidade de zeros nao triviais w sempre estara na reta critica Re(s) = >

4 NUMEROS PRIMOS E A HIPOTESE DE RIEMANN

Sabemos que a funcao {(s) esta relacionada com os nimeros primos pelo produto euleriano, mas, além
disso, os zeros néo triviais w de {(s) estdo intrinsicamente relacionados com os ndmeros primos, inclusive, o fato
de ndo existir zeros nédo triviais w nas retas Re(s) =1 e Re(s) = 0 é equivalente ao TNP (que é o resultado
demonstrado mais importante sobre a distribuicdo dos nimeros primos), de fato, a intrinseca conexao entre os
zeros ndo triviais w e 0s ndmeros primos expandiu o horizonte matemético, mostrando inimeras novas
possiblidades.

A conexao entre 0s niUmeros primos e 0s zeros nao triviais de {(s) é devido a relacédo obtida por Riemann
em 1859 entre a funcéo n(x), a funcdo J(x) (definida por Riemann) e os zeros ndo triviais w. Riemann inicialmente
considerou todas as poténcias dos numeros primos p™ < x, atribuindo a cada nimero primo p™ o peso i assim,

define-se a funcéo J(x) como:

1 1 1 1
n(x) +sn(Vx) + sn(Vx) + -n(Vx) + - — —, sex =p™comm = 1;
m(x) + En(\/ﬂ +§n(3\/§) +ZT[(W) +-, sex>0talquex ERex #p™comm > 1.

Perceba que J(x) € uma soma finita, pois extraindo as raizes com indices cada vez maiores, x torna-se
cada vez menor e em algum momento (ndo importando a grandeza de x) %/x ser4 menor que 2, portanto, como
ndo existem numeros primos p < 2 a fungéo r(Y/x) = 0.

A funcéo J(x) possui duas caracteristicas extremamente importantes, a primeira é que podemos aplicar a
inversdo de Mobius e definir a funcéo m(x) em termos de J(x), logo:

w60 = > M (47)

nz1

onde u(n) € a funcdo de Mobius definida como:

1, sen =1;
un) =10, se n temum fator quadrado;
-, sen é produto de r nimeros primos distintos.

Em um primeiro momento esta caracteristica de J(x) ndo revela sua importancia, porém, a segunda
caracteristica importante de J(x) nos mostra a seguinte igualdade:

J0x) = Li(x) — Z Li(x®)

que possui a seguinte formula explicita (Qque é mais comum) proposta por Riemann e demonstrada por von
Mangoldt:

dt

—————1In 2
t(t?—1)Int n

J0) = Li(x) — Z Li(x®) + fxw

onde a somatdria é estendida a todos os zeros néo triviais w de {(s), cada um contado com sua multiplicidade, a
integral logaritmica Li(x®) como intervém variaveis complexas (w) € distinta da definicdo usual, assim, pode-se
defini-la para os zeros néo triviais w como:

wlnx ,t
(@ i(pwInx € P
Li(x®) = Ll(e ) = ?dt +mi

com Im(w) # 0 e como 0s zeros nao triviais w séo simétricos em relacdo ao eixo real considera-se na definicdo
apenas Im(w) > 0.
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Este resultado é espléndido, neste momento a primeira caracteristica de J(x) revela sua importancia, pois
se podemos escrever (x) em termos de J(x) e podemos escrever J(x) em termos dos zeros ndo triviais w, logo,
podemos escrever m(x) em termos dos zeros nao triviais w, de fato:

n n n

neo = > Y i) - ST ED S ), o
n=1 n=1 w

0 primeiro termo (positivo) na direita da igualdade é uma funcao que fornece uma excelente aproximacao de m(x),

denominada funcdo de Riemann R(x):

n x)"

IR N P S I N
R(x)_;TLl(ﬁ)_1+;ﬂ((n+l) n!

a ultima igualdade mostra a denominada féormula de Gram, no qual, sua série converge rapidamente e permite
calcular a funcdo R(x). Observe na figura 4 como R(x) (azul) fornece uma aproximagéo de w(x) (vermelho) melhor
que Li(x) (roxo):

!

0 20 40 60 80 100
Figura 4 — Comparacao da distribuicdo de m(x) (vermelho), Li(x) (roxo) e R(x) (azul)
Fonte: MAZUR; STEIN, 2015, p. 124

O segundo termo (negativo) de (1) € o termo de erro da aproximagao de R(x) para m(x):

S < 3 MY (i)

com a somatéria estendendo-se a todos os zeros ndo triviais w da faixa critica, cada um contado com sua
multiplicidade (atualmente séo conhecidos apenas zeros nao triviais w simples, ou seja, com multiplicidade 1).

O termo de erro faz com que a suave curva de R(x) seja distorcida aproximando-se mais da “curva
escada” de m(x), ou seja, o termo de erro corrige a aproximacgdo de R(x) para m(x) e quanto mais zeros nao
triviais w intervir, mais precisa torna-se a aproximacao de R(x) para m(x). Observe na figura 5 como o termo de
erro estendido a 50 zeros nao triviais w modifica a curva de R(x) (azul) aproximando-se mais da “curva escada” de
m(x) (vermelho):
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Figura 5 —m(x) (vermelho) e R(x) (azul) com termo de erro estendido a 50 zeros nao triviais
Fonte: MAZUR; STEIN, 2015, p. 126

Compare a curva de R(x) na figura 4 com a figura 5 e perceba como a corre¢éo € incrivel, obviamente
~ L. . . . .~ 1
todos os 50 zeros ndao triviais w intervindo no termo localizam-se na reta critica Re(s) = > logo, temos duas
consideragoes:

1. Se a hipo6tese de Riemann é verdadeira o termo de erro comporta-se como visto na figura 5 (fazendo a
curva de R(x) aproximar-se da “curva escada” de m(x)) para todos os zeros néo triviais w, ou seja,

~ .. N - 1 . . z
como todos os zeros ndo triviais w pertencem a reta critica Re(s) = 5 0 termo de erro jamais tera um

comportamento inesperado conforme w — oo, logo, a seguinte igualdade é totalmente verdadeira:
7(x) = R(x) — Z R(x®)
w

Precisamente, se a hip6tese de Riemann for verdadeira, a aleatoriedade do surgimento dos nimeros
primos se transformaria em certa regularidade pela estabilidade de todos os zeros néo triviais w na reta critica, ou
seja, teriamos um padrdo (o melhor possivel, peculiar como os ndmeros primos) da distribuicdo dos nimeros
primos.

., . , . ~ L. ~ N ,o- 1
2. Se a hip6tese de Riemann é falsa existem zeros néo triviais w ndo pertencentes a reta critica Re(s) = >

gue fazem o termo de erro distanciar a curva de R(x) da “curva escada” de m(x) ao invés de aproximar,
assim, o padrdo da distribuicdo dos nimeros primos determinado por Riemann e toda a matematica
sustentada pela hipétese de Riemann revelar-se-ia falso.

O conhecimento de regides livres de zeros néo triviais w também conduz a melhores estimativas de
funcéo ligadas a distribuicdo dos nameros primos, como O-grande para o erro do TNP. As estimativas para o
termo de erro do TNP podem considerar ou ndo a veracidade da hip6tese de Riemann, porém, as estimativas
desenvolvidas que consideram a veracidade da hipétese sdo mais rigorosas.

Von Koch mostrou em 1901 que se a hip6tese de Riemann for verdadeira, entédo:

n(x) = Li(x) + 0(Vx Inx)

onde O-grande (O(\/E In x)) significa que m(x) e Li(x) tém uma diferenca limitada quando x — oo por um multiplo
constante positivo ¢ de vx Inx, ou seja:

|T(x) — Li(x)] < cvx Inx

O resultado de von Koch nos mostra que se a hipétese de Riemann for verdadeira a curva do termo de
erro da aproximacéo de Li(x) para m(x) esta limitada entre a curva c+/x Inx e sua curva simétrica conforme
X — o0, OU Seja, 0 termo de erro jamais atravessa (necessariamente a partir de um determinado ponto) os limites

estabelecidos pelas curvas c+x Inx e —c+/x Inx, tal fato implica que o termo de erro independentemente de
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como se comporte entre as curvas limites, ndo possui quedas e\ou saltos que atravessam as curvas limites
inesperadamente e descontroladamente conforme x — oo, assim, fornece uma nogéo matematica de como se
comportaria o termo de erro da aproximacéao de Li(x) para m(x).

Além disso, o resultado de von Koch é equivalente a hipotese de Riemann, ou seja, se pudéssemos
mostrar que |m(x) — Li(x)| < c+x Inx, a hipétese de Riemann se seguiria de imediato, pois um implica o outro.

5 CONCLUSAO

De fato, a hipétese de Riemann é muito importante para a distribuicdo dos nimeros primos e muito mais
abrangente que os breves comentarios no presente artigo. Possivelmente a matematica ainda seja primitiva para
subsidiar uma demonstracéo da hipotese de Riemann ou um dia revelar-se-a a sua falsidade, talvez a hipétese de
Riemann seja verdadeira, mas ndo exista uma demonstracdo rigorosa da sua veracidade, tal fato (de certa
maneira perturbador) € possivel pelos Teoremas da Incompletude de Godel, porém, felizmente é uma
possibilidade remota pelas inmeras formas equivalentes da hip6tese de Riemann, inclusive, a hip6tese possui
implicacGes em areas distantes da Teoria dos NUmeros, como na fisica quantica.

Existem muitas evidéncias favoraveis a hipotese de Riemann, fazendo com que a maioria dos
matematicos acredite na sua veracidade, contudo, existem alguns motivos (matematicamente dizendo) que
comprometem a veracidade da hipotese, fundamentando os argumentos de matematicos que acreditam na
falsidade da hipotese de Riemann.

N&o h& como saber aonde a hip6tese de Riemann nos levara, no entanto, independentemente de onde
chegarmos, desejamos que a matematica sempre seja a maior beneficiada.
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