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CONJUNTOS

. 0 que é conjunto

Frequentemente usamos a no¢ao de conjunto. O principal exemplo de
conjunto s3o 0s conjuntos NuUMEéricos, que através da necessidade
de contar ou quantificar as coisas ou objetos, foram adquirindo
caracteristicas proprias que os diferem. Os componentes de um
conjunto sao chamados de elementos. Costuma-se representar
um conjunto nomeando os elementos um a um, colocando-aos entre
chaves e separando-os por virgula, chamada representacdo por
extensao. Para nomear um conjunto, usamos geralmente uma letra
mailscula.

Exemplos:

A={1,2,3,4,5} = conjunto finito
B={1,2,3,4,5,...} — conjunto infinito

Também podemos representar um conjunto por meio de uma figura
chamada diagrama de Veenn:

*Quando é dada uma propriedade caracteristica dos elementos de
um conjunto, dizemos que ele esta representado por compreensao.
Veja:

A={x|x é um multiplo de dois maior que zero}




. Igualdade de conjuntos

Observe que, se A é o conjunto das vogais da palavra livro e B={1,0},
0s conjuntos A e B tém exatamente os mesmos elementos. Nesse
caso, dizemos que A e B s3o iguais (indica-se: A = B.

A negacao da igualdade € indicada por A+B, A € diferente de B, e
significa que um desses conjuntos possui algum elemento que nao
pertence ao outro.

Para indicar a pertinéncia de um determinado elemento sobre um
conjunto, utilizamos o simbolo € (pertence) e ¢ (ndo pertence).

Por exemplo:

> 1€ A,i pertence a A.

> w & A,w ndo pertence a A.

. Igualdade de conjuntos

Em inOmeras situagdes, &€ importante estabelecer o conjunto U ao
qual pertencem os elementos de todos os conjuntos considerados.
Esse conjunto é chamado de conjunto universo. Assim:

> Quando estudamos a geometria plana, o conjunto universo é
formado por todos os pontos de um dado plano.

> Quando estudamos a populacdo humana, o conjunto universo é
constituido de todos os seres humanos.

Para descrever um conjunto A por meio de uma propriedade
caracteristica p de seus elementos, devemaos mencionar, de modo
explicito ou ndo, o conjunto universo U no qual estamos trabalhando:

A={x € R|x>2}, onde U= R~ forma explicita

A={x | x>2} = forma implicita




. Conjunto vazio
Chama-se conjunto vazio aquele que nao possui elemento. Veja:

Seja A o conjunto dos nimeros primos menores que 2. Mas esse
conjunto Ndo possui elemento, pais Ndo ha NUmero primo menor que
2. Logo, representamos o conjunto Apor{ } ou @.

. Subconjuntos

Dizemos que B é um subconjunto de A se, e somente se, todos 0s
elementos de B pertencem a A.

Note que A={-1,0,1,4,8} e B={-1,8}, ou seja, todos os elementos de
B também s&o elementos do conjunto A.

Nesse caso, dizemos que B estad contido em A ou B é subconjunto
deA(BcA).

Podemos dizer também que A contém B (A OB).

Observagoes:

SeAcBeBcCA,entaoA = B.

Os simbolos c (contido), o (contém), ¢ (ndao esta contido) e ? (ndo
contém) sdo utilizados para relacionar conjuntos.

Para todo conjunto A, tem-se A C A.

Para todo conjunto A, tem-se @ C A, onde @ representa o conjunto
vazio.




Exercicio resolvido

Considere o conjunto A={x € U| x satisfaz p}. Sobre A, podemos afirmar:
a)Sex€EUentdox €A

b)Sex¢Aentdoxeg U

¢) Se x n3o satisfaz pentdo x ¢ A

ducAa

Resolugao:

Observe que a simbologia utilizada significa que, para que um
elemento x pertenga ao conjunto A, ele deve pertencer ao conjunto
universo U e satisfazer a propriedade p.

Letra C. Basta interpretar a frase acima, se x ndo satisfaz a condigao
p ele nunca ird pertencer a A.

Exercicio resolvido.

Considere o conjunto A = {1, 2, {3}} e assinale a alternativa que
contém um subconjunto de A.

a) {3}

b) {1, 3}
c) {2, 3}
d) {4, {3}
e) {{3}}

Resolucgao:
Um subconjunto de A € um conjunto que s6 contém elementos de A.

A dificuldade esta em saber que 0 nUmero 3 ndo é um elemento de A,
e sim, o conjunto {3}. Assim descartamos as letrasa,b e c.

Claramente 0 4 ndo pertence a A, logo descartamos também a letrad.

Nos resta a letra e, que como vimos, {3} pertence a A, logo {{3}} é
subconjunto de A.

. M



. Uniao de conjuntos

Sejam A e B dois conjuntos e U o conjunto universo o qual os .
elementos de A e B obedecem a tal caracteristica, a unido de A e B,
denotada por AUB, € o conjunto de todos os elementos xeU, sendo
x elementos um dos dois conjuntos A ou B. Simbolicamente,

AUB={xeU|x€AouxeB}

. Intersecao de conjuntos

A intersecdo de A e B, denotada por ANB, é o conjunto de todos
0s elementos x, com x pertencendo a ambos 0s conjuntos A e B.
Simbolicamente,

ANB={xeU|xeAexeB}={xe€eA|xeB}={xeB|xe€A}.

+
Aigualdade de conjuntos nos garante a unicidade desses conjuntos.
De acordo com essa definicdo, temos as seguintes equivaléncias
l6gicas:

[ ]
XxXEAUBS (xeAoux€B)
e
xXEANBs(xeAex€eB)
. Conjuntos disjuntos
Se dois conjuntos ndo possuem elementos em comum, diremos que
eles sdo disjuntos. Simbolicamente, escreveremos ANB= @. Nesse ‘
caso, a unido dos conjuntos A e B é denominada unido disjunta. O
nUmero de elementos ANB nesse caso € igual a zero.
n(AnB)=0 ®




Exemplos:

SejaA=1{1,2,3,4,5},B=1{1,5,6,3},C=1{2,4,78,9}eD={10, 20}. o
Temos: °®

AUB={1,2,3,4,5,6} °
BUA={1,2,3,4,5,6}

ANB={1,3,5} ‘
BNA={1,3,5}

AUBUC={1,2,3,4,5,6,7,8,9}

AND= 0

Note que A, B e Csao todos disjuntos com D, mas A, B e C ndo sdo dois
a dais disjuntos.

. Diferenca e complemento de um conjunto

7

Dados dois conjuntos A e B, a diferenca entre A e B, denotada por A\
B, &€ o conjunto formado por elementos que pertencem a A, mas que
nao pertencem a B. Simbolicamente, escrevemaos:

A\B={xe€A|x¢B} o
Quando BcA, diremos que a diferenga A\ B € o complemento de B em + .
relacdo a A, denotado por CpB.
Exercicio resolvido
Sejam os conjuntos A = {1, 2, 3} e B = {2, 3, 5}, determine 0 conjunto o
A-B.
a){} .
b) {1, 5}
c) {5}
d) {1} ©
e) {2, 3} o



Resolugao:

O conjunto A — B é formado pelos elementos que pertencema A e
nao pertencem a B, ou seja, A — B = {1}

Exercicio resolvido

Considerando o conjunto universo U = {2, 4, 6, 8, 10} e 0s conjuntos
nao-vazios A e B, subconjuntos de U, taisque Bc A,AUB = {6, 8,
10} e A N B = {8}, pode-se afirmar, CORRETAMENTE, que A é:

a) {6,8,10}
b) {4,6}

c) {4,6,8}
d) {2,6,10}
e) (6,8}

Resolucgao:

Basta observar o desenho que atende as informacgfes apresentadas.
A=1{6,8,10}



CONJUNTOS NUMERICOS

. Conjunto dos nimeros naturais

Comecando por zero e acrescentando sempre uma unidade, obtemos .
0s elementos do conjunto dos nimeros naturais que € indicado pela 5
letra N.

N ={O,1’2}3’4)5)- . }

Para representar graficamente o conjunto N, usamos uma semirrets,
chamada de reta numérica dos nUmeros naturais:

\

recta numeérica

Todo nUmero natural n tem o seu sucessor n + 1. Por exemplo, o
sucessor de 10 € 11, 0 sucessorde x € x + 1.

O nUmero natural que vem imediatamente antes de um ndmero o
natural diferente de zero € denominado antecessor. Por exemplo, o +
antecessor de 10 € 9. °

Dois ou mais ndmeros naturais que se seguem sdo denominados
consecutivos. Por exemplo, 2 e 3 s8o consecutivos, assim como 20,
21, 22 € 23 S30 consecutivos.

*Quando o simbolo asterisco aparecer junto a letra que simboliza
um conjunto, significa que o zero foi excluido de tal conjunto. Desse
modo, N**={1,2,3 4,5,...}=N-{o} Note que N*(* )c N.




. Conjunto dos nimeros inteiros

A partir de cada nUmero natural diferente de zero e utilizando os ¢
simbolos + e -, obtemos, respectivamente, um nUumero inteiro
positivo e um ndmero inteiro negativo. O conjunto formado por
esses nUmeros e pelo zero € denominado conjunto dos inteiros, e
representado pela letra Z.

Z ={- «s~4,-3,-2,-1,0,1,2,3,4,.. }

Representacao grafica:
TP L PETR I EFERE T B R
| D Y RS ! N (I [ I - [ O [ S [ [ (|
| S NV U N DN [N BN | . 1 8 L 1 E F 3
[¢]
O nUumero inteiro & sempre menor que 0 NUMero inteiro que esta a +

sua direita na reta numeérica:
-4<-1(-4 é menor que-1)
-2<0 (-2 é menor que 0)
3>-3 (3 é maior que-3)

O antecessor de -15 € -16

O sucessorde -7 é -6

Z"*={...,-2,-1,1,2,3,...}

Z _+={0,1,2,3,...} inteiros ndo negativos

Z _-={...,-3,-2,-1,0} inteiros ndo positivos .

. Conjunto dos nimeros racionais

Os nOmeros que podem ser expressos sob a forma% sendoaeb
nimeros inteiros e b#0, s30 denominados nUmeros racionais,
representado pela letra Q. ®

o Q={x| x= a/b,coma€Z,b€eZeb + 0}




Exemplos:

Os nUmeros inteiros também

4
[ ]
0,444 ... = 9’ sd0 racionais, pois podem
1 Ser expressos por uma
0,25 = 7 fragdo de denominador 1.
9 -9 9
2- 2 =2’ 7
13 Exemplo: 7=~
13% = —

Quando dividimos o numerador pelo denominador, podemos obter:

> Umdecimal exato, isto & um nimero que tem uma representacao
finita;

> Uma dizima peritdica, isto & um numero decimal que tem uma
representacao infinita e periddica.

> Todos esses nUumeros, fracionarios, decimais exatos, dizimas
periddicas e inteiros formam o conjunto dos NUMeros racionais.

B 3 a 6
-—= 5 4 2 1 1.2 4 5 —«— 7
333333 7353333
2 R 0 1 2 ’
x . Conjunto dos nimeros irracionais

NUmero irracional € o nOmero que tem uma representacdo decimal
infinita e ndo periodica, representado pela letra ||R. Exemplos:

V5=2,236067978...
V6=2,449489742...
+ =3,141592...

W\

e=2,718281828...



As raizes quadradas dos nUmeros naturais que sdo quadrados
perfeitos (o, 1, 4, 9, 16, ...) s80 nUMeros naturais.

vo=0
Vi=1
V4=2

V49=7

As raizes quadradas dos nUmeros naturais que ndo sdo quadrados
perfeitos sdo nUmeros irracionais.

. Conjuntos dos nimeros reais

A reunido dos nUmeros racionais com 0s nUmeros irracionais forma
0 conjunto dos nUmeros reais, representado pela letra R.

CONJUNTOS NUMERICOS

Nameros

. ' Racionais [emtning

Inteiros

Exercicio resolvido
Leia as afirmacdes a seguir:
I. Os nUmeros naturais s30 aqueles inteiros Ndo positivos mais o zero.

Il. Os nUmeros irracionais s30 aqueles que representam dizimas
periodicas.

lll. Os nUmeros reais representam a soma dos NnUMeros racionais
COom 0Os irracionais.




Assinale a alternativa correta:

. a) Somente a assertiva Il esta correta. ®
b) Somente a assertiva Il esta correta. L
. . [ J
c) Somente a assertiva | esta correta. 5

d) Somente as assertivas |l e Ill estdo corretas.

Resolugao:
l. Falsa — S&0 os positivos.
Il. Falsa - Os irracionais ndo sado dizimas periodicas.

Ill. Correto - Os reais sao formados da unido dos irracionais com os
racionais.

Exercicio resolvido

Dados os conjuntos:
A={xeR/1<x<10}

B = {x€R / (x+1)(x-6) < o}
C ={zeR /z2 = 6z}

O conjunto AN (CUB) é:
a) (-1,7)

x bl {3tu (5, 7)
c) {o, 3} °
d) (5,7)
e)/1,6] .




Resolucgao:

O conjunto A € formado pelos nimeros reais maiores ou iguaisa 1e «
menores que 10.

O conjunto B é formado pelos valores de x que fazem (x+1).(x-6) <
0. Resolvendo:

x2—-6x+x—-6<0

x2—5x—6<0

Vamos resolver a equagao x2 — 5x— 6 =0
Utilizando o método da soma e produto:
Soma =-b/c=5/1=5

Produto =c/a =-6/1=-6

A solugdo é o conjunto composto pelo par de ndmeros cuja soma €
5eoproduto é -6.

Obviamente, os nUmeros que satisfazem sdo -1¢e 6.

Se analisarmos o grafico da fungdo f(x) = x2 — 5x — 6, temos uma
parabola com cavidade para cima (a > 0) e com raizes -1e 6, logo, 0
conjunto B é formado pelos nUmeros reais maiores que -1e menores
que 6.

O conjunto C é formado pelos valores de z que fazem z2 = 6z, ou seja,
z=06.

Assim:
A=[1,10]
B=7J1,6/
C={6}

Logo,AN(CUB) = [1,10[ N ]-1,6] = [1,6].




MINIMO MULTIPLO COMUM (MMC) E MAXIMO DIVISOR

COMUM (MDC) [
[
. MMC °
(o]
Os calculos de MMC e MDC estdo ligados aos mdltiplos e aos
divisores de um numero. Esse tipo de calculo, aprendido no ensino .

fundamental, & essencial para resolver muitas questdes e problemas.
O minimo multiplo comum, ou MMC, de dois ou mais nUmeros inteiros
€ o menor maltiplo inteiro positivo comum a todos eles. Por exemplo,
0 MMC de 6 e 8 é 0 24, e denotamos isso por MMC [6, 8] = 24. J3 0
MMC de 5,6 e 8 &€ 0 120, 0 que é denotado por MMC [5,6,8] = 120.

0O MMC é muito Gtil quando se adicionam ou subtraem fragGes,
pois € necessario um mesmo denominador comum durante esses
processos. Ndo é necessario que esse denominador comum seja 0
MMC, mas a sua escolha minimiza os calculos. Considere o exemplo:

5,2_25 12_37 651 30 15
6 5 30 30 30 oreelol=

1.4 3_6 16 9 13 de [234] — 12

27374 12712 12 12oneelasEl=

Para encontrar o MMC entre dois ou mais nUmeros inteiros, utilizamos
0 método de decomposicdo por fatores primos. Exemplo:

Calcularo MMC de 12 e 15;
12=2.2.3=22.3
15=3.5 o
[12,15]=22.3.5=4.3.5=60
OMMCde 24 e 36
24=2.2.2.3=23.3
36=2.2.3.3=22.32
[24,36]=23.32=8.9=72 o




. MDC

0O méaximo divisor comum, ou MDC, de dois ou mais nUmeros inteiros ¢

€ o maior divisor inteiro comum a todos eles. Por exemplo, o M.D.C. de
16 e 36 € 0 4, e denotamos isso por MDC (16, 36) = 8. J3 0 MDC de 30,
54 e 72 é06,0que édenotado por (30, 54, 72) = 6. Regra geral para
calcular o MDC de dois ou mais nimeros. O procedimento geral para
0 calculo do MDC, como no caso do MMC, envolve a decompasicao
primaria de cada nUmero. Por exemplo, para calcular o MMC de 30,
54 e 72, fazemos o seguinte:

30=2.3.5
54=2.3.3.3=2.3"3

72=2.2.2.3.3=2"3.3"2,logo

(30,54,72)=2.3=6,

Multiplicamos os fatores primos comuns elevados a menor poténcia.

Exercicio resolvido

Trés navios fazem viagens entre dois portos. O primeiro a cada 4
dias, o segundo a cada 6 dias e o terceiro a cada 9 dias. Se esses
navios partirem juntos depois de quantos dias voltardo a sair juntos,
novamente?

Resolucio
Basta calcular oM M.Centre 4,6 ¢ 9

L IE I

- v &
oW oo

—
W W

. 9
.9
.9
.13
1, 1

1, 36

?

Portanto eles voltario a sair juntos novamente depois de 36 dias. |




Exercicio resolvido

Em uma casa hd quatro 18mpadas, a primeira acende a cada 27 ®
horas, a segunda acende a cada 45 horas, a terceira acende a cada P

60 horas e a quarta s6 acende quando as outras trés estdo acesas o

ao mesmo tempo. De quantas em quantas horas a quarta l[dmpada o

vai acender?

Resolucio
Basta calcular o MUM.C entre 27, 45 ¢ 60

*
o

45, 60
45, 30
45, 15
15, §
S, §
S, §
1, 1

o
o

L
o

-

-

A LU B
-

e L O

(=]
—
~

Portanto a quarta lampada vai acender depois de 540 horas

Exercicio resolvido

Em uma floricultura, hd menos de 65 botSes de rosas, e um o
funcionario esta encarregado de fazer ramalhetes, todos com a +
mesma quantidade de botbes. Ao iniciar o trabalho, esse funcionario o
percebeu que se colocasse em cada ramalhete 3, 5 ou 12 botdes de

rosas, sempre sobrariam 2 botes. O nUmero de botbes de rosas era:

a) 54 o
b) 56
c) 58 )
d) 60
e)62

(o]




¢ Resolucio
Inictalmente devemos calcular o MMM.Centre 3, 5S¢ 12 .
3,5 12|12
3.5 6|2
3.5 3|3
. LS 1.5
1,1, 1|60

Como sempre sobram 2 botdes, o nimero de botdes de rosas era 60 + 2 = 62.

Portanto o numero de botoes de rosas era 62

Resolucao:
Calculando o MDC:

18 1120 | 2 525 | 3 +

560 | 2 175 | s

280 | 2 35| s

140 | 2 7|7

70 | 2 1

5|5 .
707

1

O MDC é o produto dos primos que se repetem: 5.7 = 35.
Calculando 0 MMC, temos:

1120, 525
560, 525

+ 280, 525
140, 525

o 70, 525

35,525

7,175

7, 35

75 7

1 i

B P P P SE U O




222223557 =16800

Dai

M - 250. D =16800 - 250.35 = 16800 - 8750 = 8050
Exercicio resolvido

No estoque de uma papelaria, hd uma caixa com varias borrachas
iguais e, para facilitar as vendas, o dono dessa papelaria decidiu fazer
pacotinhos, todos com a mesma quantidade de borrachas. Ao fazer
isso, notou que era possivel colocar 3 ou 4 ou 5 borrachas em cada
pacotinho e, assim, ndo sobraria borracha alguma na caixa. O menor
numero de borrachas que essa caixa poderia conter era:

a) 80
b) 65
c)60
d) 70
e) 75

Resolugao:

A questao fala de uma caixa com varias borrachas, onde o vendedor
consegue dividir em caixas com 3, 4 ou 5 borrachas.

Estamos tratando de MMC (Minimo Mdltiplo Comum), ou seja, a
guantidade de borrachas pode ser dividida por 3, 4 ou 5 e tem que
ser a menor possivel.

Como n3o existem fatores primos em comum, 0 MMC (3,4, 5) =345
=60.
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Minimo Maltiplo Comum (MMC) e Maximo Divisor Comum (MDC)

> Equacoes do primeiro grau

Equacao € toda sentenga matematica aberta que exprime uma
relacdo de igualdade. A palavra equacdo tem o prefixo equa, que em
latim quer dizer "igual". Exemplos:

3x+6=0
2x-4=3x+3
2a-b+c=0

*Nao sdo equacoes:
4+5=3+6, pois ndo € um sentenca aberta
x-3>5, pois ndo é uma igualdade

3#4, ndo é sentenga aberta nem igualdade

Podemos representar uma equacgao do primeiro grau na incognita x
da seguinte forma:

ax+b=0, onde a e b s3o valores conhecidos e a#0. A solugdo é
b
apresentada por x=7

> Sistema de equagdes com duas incognitas

Um sistema de equacao de 1° grau com duas incognitas € formado
por duas equacbdes de 1° grau com duas incognitas diferentes em
cada equacado. Veja um exemplo:

{ X+y=20
3x+qy=72

Para encontramos o par ordenado solucdo desse sistema, podemos
utilizar dois métodos para a sua resolugdo. Esses dois métodos sao:
Substituicao e Adicao.




> Método da substituicao

Esse método consiste em escolher uma das duas equagtes, isolar ®
uma das incognitas e substituir na outra equacao. Veja como: PY
{x+y=20 0)) °
[e]
3x+qy=72 (1)’

Chamando de equacao () e equacao (I}, isolando x na

equacao (I) temos:

() x=20-y, agora, substituindo o valor de x na equagao (ll):

() 3(20-y)+4y=72, dai, por propriedades operativas encontramos
y="12.

Encontrado o valor de y,voltamos na expressao de x=20-y=20-12=8.

Logo, o par ordenado solucdo para esse sistema é dado por (8; 12).

> Método da adicao

Esse método consiste em adicionar as duas equagdes de tal forma 2
que a soma de uma das incognitas seja zero. Para que isso acontecs,

sera preciso que multipliquemos algumas vezes as duas equagbes

OU apenas uma equagado por NUMeros inteiros para que a soma de

uma das incognitas seja zero.

Dado o sistema: +
{x+y=20
3x+t4y=72

Primeiro escolhemos qual incdgnita queremos anular. Nesse caso, o
vou escolher a incognita y, depois multiplicamos as equagdes pelos
coeficientes de y, 0 da equacao (1) equacao (I1), e o da equacao (Il) na
equac3o (I), assim:

{x+y=2o x(4)
3x+4qy=72 x(-1) o
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Como os dois sao positivas, escolhe-se um para ser negativo.
Agora basta realizar a multiplicagcdo e depois somar as equacoes:
{ 4x+4y=80
-3X-4Yy=-72
Somando as duas equacdes, temos:
x+oy=8 ~x=8
Substituindo o valor de x na equagao (I):
X+Yy=20 =8+y= 20 2y=20-8 ~y=12
Exercicio resolvido

Ao somar todos 0s gastos da semana, Maria somou, por engano, duas
vezes o valor da conta do supermercado, 0 que resultou num gasto
total de RS 832,00. Porém, se ela ndo tivesse somado nenhuma vez
a conta do supermercado, o valor encontrado seria RS 586,00. O
valor correto dos gastos de Maria durante essa semana foi:

a) RS 573,00
b) RS 684,00
c) R$ 709,00
d)R$ 765,00
e) RS 825,00

Exercicio resolvido

Sendo x 0 gasto com o supermercado, podemaos montar a seguinte
equacao do primeiro grau:

586 + 2x = 832

2x = 832 — 586

2x =246

Logo,
. 586 + 123 = 709




Exercicio resolvido

R Um eletricista comprou um rolo de fio com S0 metros de comprimento ®
para realizar trés ligagBes. Na primeira ligagao ele utilizou 18,7 metros PY
do fio; na 32 ligacdo, utilizou 2/3 do comprimento de fio que havia o
utilizado para a 2° ligagdo, restando ainda 2,3 m de fio no rolo. Pode- °
se concluir que o comprimento, em metros, de fio utilizado na 3°
ligagao foi °
a)143
b) 13,2
c) 1239
d) 11,6
e) 10,8
Resolugao:
Seja x a quantidade de fio utilizada na segunda ligagdo, podemos 23
montar a seguinte equacdo do primeiro grau:
18,7+x+%"+2,3 =50
x+Z =50-18,7-23
3x+2x =29 o
5%x=29.3 ‘.
B 87
S
x=174
Lembrando que x € a quantidade utilizada na segunda ligagdo. A .
quantidade utilizada na terceira foi 2/3 de 17,4:
2 348
17,4.§—T— 11,6 .
+ (o)
o
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Exercicios resolvido

Um supermercado adquiriu detergentes nos aromas limdo e coco. ©
A compra foi entregue, embalada em 10 caixas, com 24 frascos
em cada caixa. Sabendo-se que cada caixa continha 2 frascos de
detergentes a mais no aroma lim&o do que No aroma coco, 0 NUMero
de frascos entregues no aroma limao foi:

a) 110
b) 120
c) 130
d) 140
e) 150

Resolucgao:

As caixas contém detergentes no aroma limdo e no aroma coco.
Representaremos suas quantidades com as variaveis L e C,
respectivamente. Nos sabemaos que, somando as quantidades dos
dois aromas em uma caixa, teremos um total de 24 detergentes, isto
é, L + C=24.Sabemos ainda que cada caixa contém dois detergentes
de lim3o a mais do que de coco, logo, L = C + 2. Reorganizando essa
equacao, teremos: L — C = 2.

Com as equacOes identificadas, podemos montar um sistema que
resolveremos pelo método da adicao:

{L+C=24-+
L-C=2

2=Li~E—=126
2-L=26
L=26
2
L=13




Cada caixa continha 13 frascos de detergente aroma limao. Mas
como foram estregues 10 caixas com essa mesma quantidade o
(13 - 10 = 130), 0 supermercado adquiriu 130 frascos de detergente

aroma lim&o. A resposta correta € a letra c. ®
([ ]
(o]
> Equacao do segundo grau
o
Uma equacdo do segundo grau na incognita x pode ser representada
por ax2+bx+c=0, onde 3, b e c sdo coeficientes reais e a=zo. Pode
aparecer de forma completa, quando 3, b e ¢ s&o diferentes de zero,
ou na forma incompleta quando b ou ¢ ou ambos sdo iguais a zero.
Quando c=0, ax2+bx=0. Para resolver equagdes desse tipo, basta
por em evidéncia o fator comum:
x(ax+b)=0
Para um produto ser igual a zero, necessariamente um dos dois
fatores deve ser igual a zero, assim: 25
ouU x=0
b
ou ax+b=0= x=-"7
: . b
Logo, o conjunto solucdo é dado por x=0 ex=-"- °
+
o
ax2+c=0. Isolando a incognita x, temos: ax2= -c
o= .
X2=73
(o)
)
(o)
o
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ax2=0

Neste caso, a Unica solugdo possivel é x=0, ou seja, uma raiz de
multiplicidade dois.

ax2+bx+c=0, assim como nas equagdes incompletas mostradas

acima, nosso objetivo aqui também é isolar o valor de x a fim de
encontrar a solugdo da equagao, assim:

ax2+bx+c=0
ax2+bx=0-c

ax2+bx=-c

Dividindo os dois lados da igualdade por 3, temos:

5 bx c
x4 —=—-—
a a

Completando quadrados do lado esquerdo:

24 bx+ b? c b?
x —_—t—= -4+ —
a 4a? a 4a?

2

O lado esquerdo pode ser escrito coma (x + E) '

e, 0 lado direito, podemos somar as fragdes, onde

( N b )2 N b? — 4ac
o 2a) ~  4a?
Extraindo a raiz de ambos os lados, obtemos:

b b? — 4ac
+

& 2a 4q2
b vbZ —4dac . —b + Vb? — 4ac
5 B ™ isolando x, temos  x = —

Essa relacdo é conhecida como férmula de Bhaskara.




Fazendo A=b2-4ac, podemos escrever x = % .Este delta "A" € quem

nos fornece a quantidade de raizes que uma equacao do segundo °®
grau pode ter, também é chamado de discriminante.

A>0, duas raizes reais e distintas: x #x, o
A=0, duas raizes reais e iguais: x,=Xx,
A<0, ndo existe raiz real que satisfaca a equacao.

o b ;
Asoma das raizes € dada por x +x,=- = &o° produto das raizes
_ C
€ dado por x,.x,= =

Exercicio resolvido

Determine o produto das raizes da equacao x2 — 3x + 36 = 2x —x2 — 14.

a)25

b) 10

c) 25 27
d) 100

e) 50

Resolugao
Primeiramente vamos simplifica-la:
x2-3x+36=2x—-x2-14 o
X2-3x+36—2x+x2+14=0
2x2-5Xx+50=0

Temos uma equagado do segundo grau.
Nem precisamos resolvé-la, pois sabemos que o produto das raizes
é £  onde:

a
a=2 .
b=-5

c=50




Exercicio resolvido:

A soma entre dois nUmeros positivos é 37. Se o produto entre eles é .
330, entdo o valor da diferenca entre 0 maior e 0 menor nUMero é:

a)7

b) 23

c) 61

d)17 x
e) 49

Resolugao
Sejam x e y esses nUMeros:

X+y=37 o
X.y =330
Da primeira equagado, temos que y = 37 — x, que substituindo na +
segunda:
x(37 —x) =330
37x—x2-330=0 .
X2—-37x+330=0
Notequea=1,b=-37,¢=330
Calculando o valor de A:
A =b2-4ac=(-37)? — 4.1.(330) = 1369 — 1320 = 49
Calculando as raizes:

_ —b+VA  —(-37)+V49 3747 c

=T T 2 =2
Dai,
37+7
X, = 2 =22

2
Assim, se x =22, entdo y =15, e se x =15, entdo y = 22.
Logo, 22 -15=7.
o

o © +




> Geometria plana

O tridngulo € o poligono como menor nimero de lados na geometria
plana, pois so tem trés lados. E dentro dos conjuntos dos triangulos,
podemos separa-los de acordo com 0s seus lados ou os angulos
internos. Vamos ver aqui um tipo de triangulo em especial: o triangulo
retdngulo e suas relagdes.

« O tridngulo retdngulo e suas relagcdes métricas

Denomina-se triangulo retangulo o tridngulo que tem um de seus
angulos retos, ou seja, um de seus angulos mede 90°. O triangulo
retangulo é formado por uma hipotenusa e dois catetos, a hipotenusa
€ o0 lado maior, o lado aposto ao angulo de 90°, e os outros dois lados
sao os catetos.

B

A b C

Na figura, podemos observar o triangulo retdngulo de vértices A, B e
C, e lados g, b e c. Como o angulo de 90° esta no vértice C, entdo a
hipotenusa do triangulo é o lado ¢ e os catetos sdo os lados a e b.

Assim podemos separar um triangulo em dois tridngulos semelhantes:

c

A A
4
4 E\,\
| h
‘4 < B
B m D D n [

Neste segundo tridangulo, podemos observar uma perpendicular 3
hipotenusa até o vértice A, essa € a altura h do tridangulo, separando
assim a hipotenusa em dois segmentos, 0 segmento m e 0 segmento
n. Divididos esses dois tridangulos obtemos dois triangulo retdngulos,
o tridangulo AABD e AADC. como os angulos dos trés tridangulos sao
congruentes, entdo podemos dizer que os triangulos sdo semelhantes.

Com essa semelhanca, ganhamos algumas relagcdes métricas entre
os triangulos:

. M

29
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[4 m 2

e —=—=cc“=gm
a c
c h

e —-=-=cbh=ah
a b
b n

¢« —=-—=b2=agn
a b
h n
—=—=hi=mn
m h

Da primeira e terceira equagao, obtemos:
c+b*>=am+an=a(m+n)

Como vimos na figura que m+n=a, entdo temos:
c+b*=aa=a*

Ou sejg, 0 teorema de Pitagoras.

Exemplos:

1. Em um tridngulo retdngulo em A, a altura relativa a hipotenusa
mede 12, e 0 menor dos segmentos que ela determina sobre a
hipatenusa, 9. Calcule o menor lado do triangulo.

Considere a figura:

Pela quarta relacao, temos:

144
h2=mn=>122=9m=>144-=9m=>m=T=>m=16

e assim,
a=m+n=a=16+9—=a=25
Agora pela primeira relacao, temos:
C=0a=C’=0.25=(C’=225=C=5
E pela terceira relagao, temos:
b’=16.25=b’=400=b=20
© Logo, o menor lado do triangulo mede 15.

°
o +




2. Umlenhador empilhou 3 troncos de madeira de largura 2,5 metros,
conforme a figura abaixo:

25

Cada tronco € um cilindro reto, cujo o raio da base mede 0,5 metros.
Logo a altura h'em metros é:

Se fizermos segmentos ligando os centros dos circulos, obtemos um
triangulo isdsceles, de lados 1, 1 e 1,5. Assim, tragando a altura h' do
triangulo, ela separa a base em dois segmentos iguais de 0,75 cada.
Dessa forma temos um triangulo retdngulo de hipotenusa medindo
1m, um cateto medindo 0,75m=-3- e 0 outro medindo h. Usando o
teorema de Pitagoras, temos: 4

B ey D . .
1°=h +(4) =R =l-=hk ="
Dessaforma: h=h"4+ 0,54+ 0,5 :h=@m

4

3]
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> Poligonos

Dizemos que poligonos sao figuras fechadas formadas por segmentos .
de retas. Todos os poligonos sao formados por lados, vértices e,
angulos, cada segmento & chamado de lado do poligono, ponto de
encontro entre dois lados é chamado de vértice e quando dois lados
se encontram, formam o 8ngulo do poligono. Os segmentos que ligam
dois vértices nao consecutivos sdo chamados de diagonal do poligono.

Os poligonos podem ser classificados em alguns grupos:
Convexos e N80 CoNvexos.

Um poligono é chamado de convexo se todas as suas diagonais
estdo totalmente dentro do poligono.

Regulares e ndo regulares.

Um poligono é chamado de regular quando todos os seus lados
tém a mesma medida.

Nomenclatura de cada poligono:

N° de lados do poligono Nome do poligono

3 Triangulo
4 Quadrilatero
S Pentagono
6 Hexagono
8 Heptagono
10 Decagono
12 Dodecagono

> Calculos de area

Vamos agora calcular a area de alguns poligonos, mas vamos
considerar para isso apenas 0s poligonos convexos.

Area de um tridngulo
Seja o tridangulo abaixo:




Ent&o a area do tridngulo € dada por:

A= bh
2
Onde b é a base do triangulo e h € a altura.

Agora, quando o triangulo for equilatero, ou seja, todos os lados tiverem
a mesma medida, entdo a area do triangulo sera:

P
=
Onde | € o lado do tridangulo.
Area de um quadrilatero
Area de um retangulo

Vamos primeiro calcular a area de um retangulo, seja o retdngulo da
figura abaixo:

|altura (h)

ol L]
base (b)

Ent&o a area do retangulo é dada por:
A=b.h

No caso em que tivermos um quadrado, ou seja, todos os lados forem
iguais, entdo a area sera:

A=l2
Onde | € o lado do quadrado.

Agora vamos ver como se calcula a area de quadrilateros com seus
angulos internos diferentes de S0°:

Area de um losango

33
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o

Seja 0 losango da figura abaixo:

Entdo temos a area do losango 4 = Dz_d

D é a diagonal maior do losango, e d € a diagonal menor.

Area de um trapézio
Seja 0 trapézio da figura abaixo:

Ent3o a area do trapézio € dada por:

(B+Db)h
2
Onde B é a base maior, b a base menor e h a altura do trapézio.

A=

Area de um hexagono

Neste caso, além dos hexagonos serem convexos, como ja foi
dito no inicio, os hexagonos serdo também regulares. Entao,
seja 0 hexagono na figura abaixo:




Como pode ser visto na figura acima, um hexagono regular pode ser
dividido entre seis tridngulos equilateros. Entao a area de um hexagono
€ 6 vezes a area de um triangulo equildtero com lados de mesma
medida. Logo a area de um hexagono é:

123 123
4

A=6 A=3
2. 2

Exercicios resolvidos

Na figura abaixo, temos o triangulo equilatero MAR, de érea S, e 0
retdngulo ABCH, de area %9.

A B

M H R c

Qual a area do trapézio ABCR, em fungao de S?

Podemos usar a formula do trapézio para calcular a area de ABCR,
mas podemos simplificar fazendo apenas a area do quadrado ABCH
subtraido da metade da area do tridangulo MAR. Dessa forma, temos
que a area do trapézio ABCR é

11S S 115-35 85 4S
6 2 6 6 3

P .. 45
Logo, a &rea do trapézio & — .

1. Calcule a area da figura abaixo:

3cm

2 cm

10 cm 2 cm
1cm

3cm

35
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Uma tatica bastante usada para esse tipo de figura é separa-la em
figuras em que se sabe calcular a area. Dessa forma, podemos separar
a figura em trés retangulos, e a soma das areas dos retangulos é a
area da figura total. Assim temos que:

A=3.10+7.2+3.5=30+14+15=59
> Area e volume de prismas e piramides
Prismas

Prismas sdo solidos do espago, que sdo formados por alguns
elementos. S3o eles: as arestas, 0s vértices, a base e as faces laterais.
A base e a sua face superior sdo formados por poligonos, e as faces
laterais sao formadas por retdngulos, onde o numero de faces laterais
que um prisma possui € o mesmo nimero de lados do poligono de sua
base.

Os prismas podem ser retos ou obliquos. Na figura abaixo, o primeiro
prisma é reto e 0 segundo & um prisma obliquo.

As nomenclaturas de um prisma sao dadas pelo nome do poligono
da base constituido com a forma que o prisma é reto ou obliquo. Por
exemplo:

Prisma triangular reto, prisma retangular obliquo, prisma hexagonal
obliquo etc. O calculo da area de um prisma € dado pela soma das
areas de suas faces, inclusive a da base e da face superior. E 0 volume
de um prisma é dado por:

A,.h
V=22
2

A, € adrea da base do prisma e h a altura do prisma.




Piramides
As piramides, assim como os prismas, também sao sotlidos do espaco,
mas com a Unica diferenga que no caso das piramides N3o existe base
superior, ou seja, todas as arestas laterais que comegam nos vertices
da base vao se encontrar todas em um Unico ponto, isto &, ao invés de
uma base superior, temos apenas um ponto. Desta forma, como no

caso dos prismas, em que todas as faces laterais eram retangulares,
no caso das piramides, as faces laterais sdo todas triangulares.

As nomenclaturas das piramides sdo dadas da mesma forma que a
nomenclatura dos prismas, por exemplo, nas duas figuras acima,
temos uma piramide reta de base quadrada e uma pirdmide reta de
base pentagonal.

A area total de uma pirdmide & dada da mesma forma que 0s primas,
mas comMo No caso da pirdmide ndo temos base superior, entao a area
total serd apenas a soma da area da base com a area de cada face
lateral, ou seja:

A=A

total base +Iqlal‘eral

J& o volume pode ser calculado como um terco da area do prisma de
mesma base, ou seja:
vV 1A h
=34

A, representa a area da base e h a altura da pirdmide.

37
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Exercicios resolvidos
Prismas

1) Um tanque com a forma de um paraleleplpedo retdngulo de
dimenstes 300cm, 4m e 20dm estd com —- do volume ocupado por

dgua. Sabendo que um 1dm3=1litro, quantos litros de agua faltam para
encher completamente o tanque?

Vamos calcular o volume deste solido, mas antes temos que deixar as
medidas em mesma unidade. Como teremos que usar o volume em dm
para passar para litros, entdo vamos transformar todas as unidades

em dm. temos:, 300cm=30dm, € gm=4odm. Assim:
V=A,.h
Como A,=30.40=1200dn?*, entao:
V=1200.20=24000dm3

Assim o volume total serd de 24000 litros, como —- do tanque esta
cheio, entao faltam 7d0 tanque para completa- Io Desta forma, —- 4
24000=6000 litros. Logo, faltam 6000 litros para completar o tanque.

2) As figuras abaixo apresentam um bloco retangular de base quadrads,
uma piramide cuja base € um tridngulo equilatero, e algumas de suas
medidas:




a) Calcule o volume do bloco retangular e a rea de base da pirdmide.

b) Qual deve ser a altura da pirdmide para que seu volume seja igual ao
bloco retangular?

a) V=A,.h, entdo A,=4.4=16. Dessa forma, temos que V=16.8=128.
Agora como a base da piramide € um tridngulo equilatero, entdo temos
2
4, = 2. Como no caso da pirdmide =8, entdo 4, = ? = 16+/3.
4

b) Agora temos o volume da pirdmide, dado por, V=3 A,.h, ou sejs,

= — 16v3 h. Como quero que os dois volumes tenham a3 mesma
medlda,entao 316\/_h =128 ﬁh—% h—ﬂ=> h =83,
logo a altura que a piramide deve ter para que tenha 0 volume de

mesma medida do bloco retangular € de 8v/3.

Sequéncias
Progressao aritmética (PA)

Progressao aritmética &€ uma sequéncia numeérica em que cada termo,
a partir do segundo, € igual ao anterior adicionado a um numero fixo,
chamado razao da progressao (7).

Quando >0, a progressao aritmética € crescente; quando <o,
decrescente, e quando r=0, constante ou estacionaria.

(2, 5,8, 11, ... ), temos r=3. Logo, a PA é crescente.
(20,18, 16, 14, ... ), temos r=-2. Logo, a PA € decrescente.
(5, 5, 5, 5, ... ), temos r=0. Logo, a PA € constante.

A representagdo matematica de uma progressao aritmética é:

a, =a;+r
az; =a, +r
(ay,ay, a3, .., Qp, Qpyq, ) naqual {3~ 2

a,=az+r

Logo: ays, = ap +1,¥n € N*
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r=a; —a,=0a3 —Q; =" =0Qpyq —ay

Para encontrar um termo especifico, a quantidade de termos ou até
mesmo a razdo de uma PA, dis§omos de uma relagdo chamada termo
geral de uma PA: a_n=a_1+(n-1)r, onde:

a, € otermo geral

a, € o primeiro termo

n & o nUmero de termos
réarazao da PA
Propriedades:

P Em toda PA finita, 3 soma de dois termos equidistantes dos
extremos é igual 8 soma dos extremos.

1 3 5 7 9 11
S
| 5+7=12 ‘
3+9=12
1+11=12

P, Uma sequéncia de trés termos & PA se, e somente se, 0 termo
med|o € igual @ média aritmética entre os outros dois, isto é:

(a,b,c) € PA b=
Exemplo: seja a PA (2, 4, 6), ent80, 4= 2—+6,

P, Em uma PA com ndmero impar de termos, o termo médio € a média
aritmética entre os extremos.

(3,6,9,12,15,18,21,24,27,30,33,36,39),21= +”
P, Asoma S, dos n primeiros termos da PA (al,az,ag,...an) € dada por:

_lata).n

B 2




Exercicio resolvido

Numa cerimonia militar, os soldados de um quartel da capital capixaba o
° . . . . . .

foram organizados em fileiras. Na primeira fileira havia 18 soldados, na °

segunda 20 soldados, naterceira 22 soldados e assim sucessivamente.

Sabe-se que no total havia 480 soldados nessa cerimdnia. Qual o o .

numero de fileiras de soldados que foram formadas nessa ceriménia?

a)15 °

b) 16

c)17

d) 18

e) 19

Resolucao:

Nota-se que temos uma Progressado Aritmética, onde o primeiro termo
€018, arazdo €0 2 e a soma dos termos € 480.

Pela formula do termo geral: 41

an=a; +(n-1r
a, =18+ (n—1)2
a,=18+2n-2
a,=16+2n
Vamos agora substituir na formula da soma dos termos de uma PA.:

+ay).n
5, = (@ 2an) +

(18 + 16 +2n)n
2

480 =

x 480.2=(34 +2nn
960 = 34n + 2n? o

2n*+34n—960=0

n*+17n-480=0

Temos uma equagdo do segundo grau. Resolvendo pelo método de e
S0Ma e Produto: = —2=-17; produto = <= —480
Os dois nimeros CUJa somaé-17eo produto € -480 sd0 -32 e 15.

+ Como o n representa a quantidade de termos, os valores negativos o

nado servem, logo, n =15.

Resposta: A

. M
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Exercicio resolvido

As distancias entre 3 cidades, medidas em quildémetros, sdo 0s
comprimentos dos lados de um triangulo retdngulo. Considerando que
essas medidas estdo em progressao aritmética, com razdo 45, julgue
ositensaeb.

a) A menor distancia entre as 3 cidades é inferior a 130 km.
b) A soma das distancias entre as 3 cidades & igual a 540 km.

Resolucao
Se estdo em PA. de razdo 45, temos:
hipotenusa = x + 45
cateto1 =x
cateto 2 =x — 45
Usando o Teorema de Pitagoras:
(x+45)2=x2+(x—45)?

X2+90x+452=x2+x2-90Xx+ 452 (“cortando” x 2 e 452 que
se repetem)

0=x2-90Xx—90Xx o
x2-180x=0
x(x-180)=0
Dai,x=0o0ux=180
Vamos descartar x = 0, pois trata-se de um dos lados do tridngulo.

Cada lado medira: 135, 180 e 225

a) A menor distancia entre as 3 cidades é inferior a 130 km. A menor
distadncia & 135 km.

ERRADO

b) A soma das distancias entre as 3 cidades € igual a 540 km. 225 + ()
180 + 135 = 540 km.

CERTO




Progress3o geométrica (PG)

Progressao geométrica &€ uma sequéncia de nUmeros ndo-nulos em
que cada termo, a partir do segundo, € igual ao anterior multiplicado
por um numero fixo, chamado razao da progressao (q).

A representagdo matematica de uma progressao geomeétrica
é (8,8,8,.-2,,8, ), na qual a,=a,qa,=a,q,... etc. De modo geral,
escrevemos: a,,, = a,.q,¥n€ N eq € R.
Numa PG, a razdo q € igual ao quociente entre qualquer termo, a partir
do segundo, e o anterior. Exemplo:

(4,8, 16, 32, 64)

8 16 32 64
=278 16 32

(6,—18,54,—162)

—18 54 162

—X_-_3

=76 "8 52
Assim, podemos escrever:

a; a
B B q,sendo q arazdo da PG.
a; a; an

Podemos classificar uma PG como:
Crescente

Quandoa; >0eq>1
(2,6,18,54,...) é uma PG crescente coma; =2eq =3

Quandoa; <0el<qg<1
B ¢ |
(—40,-20,-10,...) é uma PG crescente coma, = —40eq = 2

Decrescente

Quandoa; >0el0<qg<1

i
(256,64, 16, ...) é uma PG decrescente,coma, = 256 e q = i
Quandoa; <0eg>1
(—2,—-10,-50, ...) é uma PG decrescente,coma, = —2eq =5
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Crescente
Quandog =1
(3,3,3,3,3,...) éuma PG constante,coma, =3eq=1
Alternada
Quando g <0

(2,—6,18,—54) é uma PG alternada,coma, =2eq= —3

A formula do termo geral de uma PG nos permite encontrar qualquer
termo da progressao.

an = a;.q"*

Propriedades:

P Em toda PG finita, o produto de dois termos equidistantes dos
extremos € igual ao produto dos extremos.

1 3 g 81 243
| 9.27=243 |
3.81=243
1.243=243

P, Uma sequéncia de trés termos, em que o primeiro € diferente de
26r0, € uma PG se, e somente se, 0 quadrado do termo médio for igual
a0 produto dos outros dais, isto €, sendo a+o.

(a,b,c) 6 PG & b2 =ac
(2,4,8) 4 =28=16

P, Em uma PG com numero impar de termos, 0 quadrado do termo
medio € igual ao produto dos extremos.
(2,4,8,16,32,64,128,256,512),temos que 322=2.512=1024

a;(1-q™)

P, Soma dos n primeiros termos de uma PG §, = e

(n— 1]n

P_ Produto dos n primeiros termos de uma PG £, = (a)".q




P, Soma dos infinitos termos de uma PG

WL 1<g<1
ﬂn_l_q!se q

S =+400,seq>1lea; >0
S =—00,5eq>1lea; <0
Exercicio resolvido

Um soldado, um sargento e um tenente tém suas idades, em anos,
dispostas em progressao geomeétrica, sendo o soldado o mais novo
dos trés, e o tenente, o0 mais velho. Sabendo que o produto dessas
idades, em anos, € 27000 e que a soma das idades do sargento e do
tenente € 75 anos, julgue a afirmagdo abaixo:

"Aidade do sargento é superior a 32 anos”

Resolucao

Sabendo que as idades do soldado, do sargento e do tenente estdo em
progressdo geometrica, nesta ordem, as idades dos mesmos serao:
Soldado ==~
Sargento = x
Tenente = xy
Yéarazdo da PG.

Como o produto das idades é 27000:
£ x.xy = 27000
x3 = 27000
X =30

Sabendo que a idade do sargento € 30, e que a soma das idades do
sargento mais tenente é 75, temos que a idade do tenente € 45. Assim,
Xy =45
30U =45

Y=30
y=15

A idade do soldado é:

Assim:

Soldado: 20 anos

Sargento: 30 anos

Tenente: 45 anos

Aidade do sargento € superior a 32 anos.

Resposta: ERRADO

. M
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Exercicio resolvido:

Alargura, a altura e o comprimento de um paralelepipedo reto retangulo
formam, nessa ordem, uma progressao geométrica de razao 3. Sabe-
se que o volume desse paralelepipedo € igual a 5,832 litros. A altura
desse paralelepipedo mede:

a)1m
b)O5m
c)023m
d)018m

Resolucao:

Se em 1 metro cUbico temos 1000 litros, para termos 5,832 litros,
precisamos ter 0,005832 metros cubicos.

Sabemos que o volume do paralelepipedo é dado pela formula: V =
largura x altura x comprimento.

Como os lados formam uma PG de razdo 3, temos:

X

Largura ==

Altura = x
Comprimento = 3x

Assim:
— X.3x= 0,005832
x3 = 0,005832
x=0,18m

Resposta: D




Exercicio resolvido

Julgue a afirmagao abaixo, relativa a sistemas numeéricos e sistema
legal de medidas.
"Asoma1+1/2+1/4+1/8 +1/16 + 1/32 € inferior a 2"

Resolucao

Claramente temos a soma dos 6 termos de uma PG, onde o primeiro
termo é1earazao é1/2.
Utilizando a formula da soma dos termos de uma progressao

geomeétrica:
_ 4 (1+g™)
Sp= 1—q
1 6
1. (1 -(3) )
Se=——71
11— 5
P
6 1
Z
63
Sg = % = 1,96
2

Resposta: Certo.

Trigonometria

Arcos, angulos e valor das fungbes trigonométricas de arcos
notaveis.

0 arco é uma parte de uma circunferéncia delimitada por dois pontos,
se os dois pontos estiverem na mesma posi¢do, dizemos que 0s
pontos formam um arco de comprimento O ou um arco nulo.

B
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Os arcos sdo medidos em radianos, entdo dizemos que o arco AB mede
r radianos, ou na segunda figura, dizemos que o arco mede O radianos.
Se ligar cada ponto da circunferéncia que forma um arco com o
centro da circunferéncia, no encontro desses segmentos, temos o
que chamamos de angulo. Se tivermos um arco nulo, entdo teremos
também um angulo nulo.

A

Podemos ver na figura acima que AB formam um arco e a € um angulo.
O angulo, diferentemente dos arcos, ndo sao medidos em radianos,
mas em graus, ou seja podemos dizer que AB forma um angulo de a®,
ou sejg, alfa graus.

Podemos observar, entdo, que dois pontos em uma circunferéncia
podem ser formar um arco e um angulo. Logo pode-se chegar a
conclusdo de que existe uma relagdo entre a medida do arco com a
medida do angulo, ou seja, uma relagdo entre o radiano e os graus. E
existe, observe a tabela abaixo:

GRAUS [3 30° as° 60° 90° 120° 135° 150°  180°  210° 225° 240° 270° 300° 315° 330°  360°

(PR SR SR S E E i E @ E E i T
FADIANO - Orad Trad Grad Frad Grad Mrg Wraa Traa T Zrad Trad rad e yrat Frad a7

4 3 2 3 4

No caso em que for 360°, uma volta completa, os pontos estao juntos,
na mesma posicao. Logo, angulo e arco terdo valores nulos.

Sabendo desta tabela, podemos mudar a unidade fazendo regra de
trés.

Exemplo:

a) 120°
b) 3 rad

a) 120°> x
180°— g, multiplicando cruzado temos,
2m

1207=180x=> X=X — 5 = &
180

37 3

a)x—>7
180°— g, multiplicando cruzado temos,

xm = 18037"=>xn= 1351 = x = 135°.




Existe também, quando falamos em arcos, os chamados arcos

notaveis. S80 arcos cuja as funcdes seno e cosseno, serao mais faceis ®
de lembrar. Observe a tabela abaixo com os arcos e angulos notaveis e
0s respectivos valores das fungdes seno e cosseno. [
([ ]
[e]
0° 30° 45° 60° 90° 180° 270° 360°
senx 0 1 2 3 1 0 —{f 0 °
h | VY, | VB,
cosx 1 \/§/2 ﬁ/z 1/2 0 -1 0 1
tgx 0 J?@ 1 V3 | 0 2 0
Funcdes trigonométricas

Vamos agora comecar a falar dos arcos e angulos no circulo
trigonomeétrico, onde podem ser observados os valores na tabela
de angulos notaveis. Observe a figura abaixo, que mostra todos os
angulos notaveis no circulo trigonométrico.
49

Entdo observe que o circulo comega no angulo de O° e continua até o +
angulo de 360°, e diremos que, no sentido anti-horario, sera positivo e,
no sentido horario, serd negativo. Mas 0s eixos principais, que seriam
0s eixos x e Y, sdo chamados de eixo dos senos e eixo dos cossenos.
Como se pode observar na tabela 0 angulo de 0° a fungdo seno vale
0 e a fungdo cosseno vale 1. Dessa forma, chega-se a conclusdo que

0 eix0 que seria 0 eixo X sera 0 eixo dos COSSenos e 0 eixo que seria 0 ©
eixo x sera o eixo dos senos, e com o circulo de raio 1.
senj 90
)
180°
oy " 360°
270°

O

Vamos agora trabalhar cada funcao separadamente.
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Funcao seno

Ja vimos os valores de seno para os angulos notaveis, mas observe
que podemos fazer arcos no circulo trigonométricos maiores de
360°, ou seja, darmos mais de uma volta completa, e podemos fazer
isto tanto no sentido horario como no sentido anti-horario, isto &,
podemos ter infinitos valores para o 8ngulo x. Entdo podemos calcular
0 valor da fungdo seno para qualquer valor de x que quisermos, isto
nos da a conclusdo que o dominio da fungdo seno é todos os reais.
Agora, como o circulo trigonométrico tem raio 1, entdo para qualquer
valor de x, seno assumira seu maior valor em 71 e assumira seu menor
valor em -1, ou seja, @ imagem da fun¢do seno € o conjunto [-17].
Assim temos a fungao, f(x)=sinx, onde Dom(f)=R e Im(f) = [-1,1].
Podemos agora separar o circulo trigonométrico em quatro partes,
0s quatro quadrantes do sistema cartesiano. Como a funcao seno é
representada pelo eixo y, entdo teremos a fungdo seno positiva nos
quadrantes 1e 2, e negativa nos quadrantes 3 e 4.

Hb

E por fim, seguindo as caracteristicas da funcao seno observadas até
agora, temos que o grafico da funcao seno sera:
ki

Ji)=snx
; PN / e
S /in ok -m B 32 /x o

Funcao cosseno

As primeiras observacbes que fiz para a fungdo seno também sdo
validas para a fungdo cosseno, pois assim como a primeira, podemos
calcular a funcdo cosseno para qualquer valor x real. Da mesma forma
também, o circulo trigonométrico tem raio 1, entdo para qualquer valor
X, COSSeN0 sempre vai assumir seu maior valor em 1, e seu menor valor
em -1. Dessa forma, temos f{x)=cos x, onde Dom(f)=IR e Im(f) = [-1,1].




Agora diferenciando da fungdo seno, a fungao cosseno sera

positiva nos quadrantes 1 e 3 e negativa nos quadrantes 2 e 4, pois P
diferentemente da funcdo seno, a funcdo cosseno é representada
pelo eixo x. o
([ ]
V4 T (o]
FERILTAY
_ f T - Las °
m | W

E por fim, também observando as caracteristicas da funcdo cosseno,
podemos observar que o grafico da fungao cosseno sera:

4
Jixl=cosx
/ \ /1 :
/—;&-‘a -in —laﬂ\ r./én .)g\ -/m n 57:‘\\
Funcdo tangente
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Temos por fim a funcao tangente, definida em um eixo paralelo ao eixo
dos senos passando pelo eixo dos cossenos No ponto 1.

eixo dos | oo das
sencs tangentes

....... P
/— v eixo dos o
a COSenos +
\_ °
Observe, que quando x = 90°, a reta que define a fungdo tangente
estara no eixo dos senos, ou seja N30 tocard o eixo das tangentes,
fazendo com que a fungdo ndo exista neste ponto, e ndo s6 nos de o
90°, mas no de 270° e todas as vezes que a reta cair nestes pontos.
Por outro lado, a fungdo tangente assumira qualquer valor nos reais,
fazendo com que sua imagem seja todos os reais. Dessa forma, temos
flx)=tanx, onde Dom(f)= R-{ Z(2k+1).onde keZ } e Im=R. x

Também podemos observar que a fungdo tangente é positiva nos
quadrantes 1e 3 e negativa nos quadrantes 2 e 4.
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o

E com as caracteristicas ditas acima, podemos ver que o grafico da
funcao tangente sera:

e -8

Soma de arcos, arco duplo e bisseccado de arcos.

Existem muitas coisas que podem ser trabalhadas dentro da funcdo
seno, cosseno e tangente. Temos também algumas propriedades
dessas funcdes. Vamos trabalhar algumas delas agora.

Soma de arcos

Na soma de arcos, podemos cometer um erfo muito comum, que
€ usar essa propriedade, sin(a+b)=sin(a)+sin(b),cos(a+b)=cos
(a)+cos(b) e tan(a+b)=tan(a)+tan(b), mas isso ndo & verdade.
Observe que sin90=1, mas se usarmos a propriedade acima temaos,
sin90 = sin(30 + 60) = sin30 + sin60 = 1 + 2 = 25, |0go sin(30+60)+sin(30)+sin(60),
provando assim que a propriedade acima é falsa. Agora, ndo € porque
a afirmacdo é falsa que ndo exista nenhuma propriedade envolvendo
a soma:

1. sin(a + b) = sin(a) cos(b) + sin (b)cos (a)
2. cos(a + b) = cos (a)cos (b) F sin (a)sin (b)

__ tan(a)ttan (b)
3. tan(a * b) " 1%Ftan(a).tan (b)




Arco duplo

Da propriedade da soma, podemos tirar a seguinte propriedade,
1. sin(2a) = sin(a + a) = sin(a) cos(a) + sin(a) cos(a) = 2sin (a)cos (a)
2. cos(2a) = cos(a + a) = cos(a) cos(a) — sin(a) sin(a) = cos?(a) — sin’(a) o

tan(a)+tan(a) _  2tan(a)
1-tan(a).tan (@)  1-tan2(a)

3. tan(2a) =tan(a+a) =
Bisseccdo de arcos ou arco metade

Também temos a formula do arco metade para senos, cossenos e

tangentes:
1. sin (%) =i /—1"": @
2. cos (g) =+ /—Hm: (@
a\ _ 1-cos (a)
S ‘tan (E) - 11’ 1+cos (@)

Resolucao de tridangulos
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Triangulo retangulo

Também podemos definir relagdes entre senos e cossenos usando 0
triangulo retdngulo, observe:

A catein b B

Um tridngulo retdngulo é composto por uma hipotenusa e dois catetos.
O lado maior, ou sejs, o lado oposto ao de angulo de S0° é chamado o
de hipotenusa, e os lados menores sao chamados catetos. Temos
algumas relacdes de seno, cosseno e tangente no tridngulo retdngulo.

x
Seno
3 cateto opostoax
sin(x) = hipotenusa ' logo temos que:

cateto opostoaa b

sin(a) = + =-— o
hipotenusa a
in(8) cateto opostoaff ¢

sin@)=——————=— o)

hipotenusa a

9
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Cosseno

cos(x) __cateto adjacente ax IBEG tamitETEia:
- hipotenusa 08 que:
cateto adjacenteaa ¢
cos(a) = - =—
hipotenusa a
cateto adjacenteaf b
cos(B) = - =—
hipotenusa a
Tangente
tan(x) = _cateto 0postadr . temos que:
cateto adjacente 3 x’ g que:
cateto opostoaa
tan(@) = ————
cateto opostoa a
cateto oposto a
tan() = posto f

cateto adjacente a

Relagao trigonométrica para qualquer tridangulo
Lei dos senos

Seja um tridngulo qualquer inscrito na circunferéncia, como na figura

abaixo:
c

Entdo temos:

a _ b _ c
sin(d) sin(B) sin(C)

2R

Lei dos cossenos

Da mesma forma que a lei dos senos e usando a figura acima temos:

a? =b% +c¢%—2.b.c.cos (4)
b? =a®? 4+ ¢* —2.a.c.cos (B)
c2 =a?+b%*-2.a.b.cos (C)

° .
o +




Exercicios resolvidos

1) Considerando o tridngulo retangulo

A L ¢
200
Escreva uma equagao trigonométrica que represente o valor de x e o
valor de y.

Res.: Para x, temos que x € o cateto oposto ao angulo dado, e € dado
também o cateto adjacente. Logo, uma relacdo trigonométrica para
um angulo e os dois catetos. A equagao para x sera:

X
tan(37°) = —— = x = 200.tan (37°
Agora como y € a hipotenusa do triangulo, e ainda & dado um angulo
e 0 cateto adjacente, entdo podemos usar 8 equagao COSSeno para
determinar y. Assim temos:

5 200 200
cos(37°) = > =y =— G

2) Calcule quanto vale cos(120°).

Podemos, neste caso, usar uma das propriedades de soma, pois temaos que

c0s(120°) = cos(180° — 60°) = cos(180°) cos(60°) + sin(180°) sin(60°) = (—1).% +0. g = —%.

Logo temos que €os(120°) = _%

3) Na parte posterior de uma estante de 1,30m de altura, com a base
apoiada no chao, foi colocada uma trava diagonal, formando um angulo
de 30° com a diagonal, constituindo assim um triangulo. Qual é o
comprimento dessa trava?

Podemos ver que temos um tridangulo retdngulo, onde nos é dado um
angulo de 30¢°, o cateto oposto, que vale 1,3, nos é pedido a hipotenusa.
Logo podemos usar 0 seno neste caso, assim temos:

'(30°)—1'3=> S Ny
e T T I

. M
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Assim, o comprimento da trava sera de 2,6 metros.

Matriz

Matrizes sdo tabelas retangulares utilizadas para organizar dados
numeéricos. Nas matrizes, cada nUmero & chamado elemento da
matriz, as filas horizontais sdo chamadas linhas e as filas verticais sdo
chamadas colunas. Sua representacado genérica é:

a;; Q2 Qg3 Qin
Az1 Oz Gzz3 Qg
A=]| Q31 azz dazz , Q3n

Om1 Gm2 Am3  Gmn
Em uma matriz, a_,, representa o elemento da 3° linha e da 2° coluna,

enquanto a,, representa 0 elemento da 22 linha e da 32 coluna da
matrizA,

Abreviadamente, a matriz A pode ser representada assim: A=(aij )
mxn. Nessa expressao, 1 assume valores no conjunto {1, 2, 3, ..., m} e
Jj assume valores no conjunto {1, 2, 3, ..., n}.

Matriz quadrada

Uma matriz de ordem mxn € dita quadrada quando o ndmero de linhas
dessa matriz € igual ao numero de colunas. Como m = n, dizemos que
a matriz é do tipo nxn ou que é quadrada de ordem n.

Exemplos:

/1 3y .
A= ( 4 2) ;matriz quadrada de ordem 2.

-1 5 3
B = ( 6 3 7) ;matriz quadrada de ordem 3.
4 -4 9

Numa matriz quadrada, os elementos a,, para os quais i=j, formamuma
diagonal denominada diagonal prlnC|paI A outra diagonal & chamada
de diagonal secundaria.




T L diagonal principal i=j

diagonal secundaria i+j=n+1

Matriz diagonal e matriz identidade

Toda matriz quadrada de ordem n, na qual a,=0 para i#j, € denominada
matriz diagonal.

Exemplos:

=G 2yo-(3 2 )

0 0 1

Matriz identidade ou matriz unidade é toda matriz quadrada de ordem
n, na qual a,=o para i#], e a,=1para 1=j. Indica-se a matriz identidade
de ordemnporl.

100 0
010 0
L=|0 0 1..0
000 1

Igualdade de matrizes

Considere as matrizes A=(aij) e B=(bij), Dizemos que as matrizes A e
B sdo iguais se forem de mesma ordem, e se cada elemento de A for
igual ao elemento de B de respectiva ordem.

Matriz transposta e matriz simétrica

Dada uma matriz A do tipo mxn, denominamos transposta de
A (indicamos por A a matriz do tipo nxm obtida trocando-se
ordenadamente as linhas de A pelas colunas de A.
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Dada uma matriz A do tipo mxn, denominamos transposta de
A (indicamos por AY) a matriz do tipo nxm obtida trocando-se

ordenadamente as linhas de A pelas colunas de A. .
Exemplo:
1 2
A= (1 S _6) e sua transpostaéA*=| 3 1] .
2 1 7/
-6 7 3x2
Uma matriz quadrada A de ordem n denomina-se matriz simétrica, x

quando A=A'". Assim, s80 matrizes simétricas:

1 2 0 1 6
A=|2 7 4 ,porqueA:AEB:( ),porqueB:Bt.
0 4 3 & =2

Adic3o e subtragao de matrizes

A adicdo ou a subtragdo de duas matrizes de mesma ordem A e B é
efetuada adicionando-se ou subtraindo-se, respectivamente, 0s seus
elementos correspondentes.

Exemplo:

A b= (i -35) + (_41 _E,) = ;J(r_ztl) —35++23)

A+B=(; _52)

Matriz oposta

Denomina-se matriz oposta de uma matriz A @ matriz -A, cujos
elementos sdo os simétricos dos elementos correspondentes de A.

(=2 3 ._(2 -3
A‘(e —10)=> ‘4‘(—6 10
Matriz antissimétrica

Uma matriz quadrada A é dita antissimétrica se, e somente se, A=-A"

Exemplo:

0 5 =2
A=(-5 0 1 | éantissimétrica,pois,A = —A".
2 -1 0

+



Observe que dois elementos colocados simetricamente em
relagdo a diagonal principal sdo opostos. Além disso, 0s elementos
dessa diagonal sdo todos nulos.

Propriedades da adigdo de matrizes:

P . Comutativa: A+B=B+A

P,. Associativa: (A+B)+C=A+(B+C)

P, Elemento neutro: A+0=A

P4. Elemento oposto: A+(-A)=0

Obs: neste caso, O representa a matriz nula.

Multiplicagdo de um namero real por matriz

Para multiplicar um ndmero real por uma matriz, multiplicamos o
nUmero por todos os elementos da matriz, e o resultado € uma matriz
do mesmo tipo.

Dada uma matriz A=(aif.) e um numero real K, chama-se produto de k
por A a matriz B=(bij), onde bg.:k.al.j.

Exemplo:

21 3
A= (1 5) e k = 3,entdo a matriz B sera:
2 7

2 3\ (6 9
B=kA=3(1 5|=(3 15
2 77 \6 21

Multiplicagdo de matrizes

O produto de uma matriz por outra ndo pode ser determinado através
do produto dos seus respectivos elementos. Especificamente nessa
operacdo, ndo podemos proceder do mesmo modo como fizemos até
agora, ja que a multiplicagdo de matrizes ndo € analoga a multiplicacao
de nimeros reais.

Assim, o produto das matrizes A=(a,),, ., e B=(b,), € a matriz
C=(c;),,, onde cada elemento c; & obtido através da soma dos

. M
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produtos dos elementos correspondentes da i-ésima linha de A pelos
elementos da j-ésima coluna de B.

Exemplo:
0 2

A= (2 A 3) eB=|3 5 ,assim, a matriz C sera:
3 4 5/
4 3/35

0 2
2 1 3
c=4B=( ) .<3 5)
3 4 5
2x3 4 3 _—
_(20+13+34 2.2+1.5+3.3)
30+43+54 32445453

=G a1

2z2

2x2

A matriz produto AB existe apenas se o nimero de colunas da 1°
matriz (A) € igual ao nimero de linhas da 22 matriz (B). Assim,

Aom @ Boeey 5 (A B

Note que a matriz produto terd o nimero de linhas (m) do 1° fator e o
nUmero de colunas (n) do 2° fator.

Propriedades da multiplicacao de matrizes.

Dadas as matrizes AB e C de modo que as somas e 0s produtos
estejam definidos, valem as propriedades:

P . Associativa
A.(B.C)=(A. B).C
P,. Distributiva
Aesquerda: (B+C).A=B.A+C.A
Adireita: A.(B+C)=A.B+A.C

P_. De forma geral, 8 multiplicagdo de matrizes nao € comutativa, isto
.3 . .
€, existem matrizes A e B tais que AB+BA.

P . Na multiplicagdo de matrizes ndo vale a lei do anulamento do
produto, isto &, podemos ter AB=0, mesmo com A+0 e B+0.

P5. N&o vale também a lei do cancelamento, isto & mesmo com A+0
podemos ter AB=AC e B+C.




Matriz inversa
Qual o inverso do nomero 3? E 0 nimero —-.
E oinverso do ndmero -2 E o nimero—+.

De modo geral, o inverso de um ndmero real a,a#0 & o nimero —, que
também € indicado por a’. Assim, temos:

a.a'=a’.a=1

Usando um raciocinio analogo para verificar essa propriedade no caso
de matrizes quadradas de mesma ordem.

Se existe uma matriz B, quadrada de ordem n, tal que A.B=B.A=I,
dizemos que a matriz B € a matriz inversa de A. Costumamos indicar a
matriz inversa por A”. Assim, B=A". Portanto,

AAI=A1A=I,

A matriz | € a matriz identidade da mesma ordem que as matrizes A e
A7

Se a matriz quadrada A é invertivel, entdo a sua inversa € Unica.

Quando uma matriz quadrada nao possui inversa, dizemos que ela &
singular ou ndo invertivel.

Exercicio resolvido

Dadas as matrizes A=(a,),,,em que a,=ije B=(b, ), em que b =i%.
Seja a matriz C a matriz resultante do produto das matrizes A e B,
nesta ordem. Assim, o elemento ¢, sera:

a) 17
b) 18
c)19
d) 18
e} -19
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Resolucao
O primeiro passo para resolver a questdo é descobrirmos como s3o as
matrizes Ae B.

Como em um elemento a,, i representa a linha e j a coluna, podemos
concluir que cada elemento de Aé a diferenca entre a linha e a coluna
onde o0 mesmo esta localizado. Assim:

a =1-1=0

11
a,=1-2=-1
a,=1-3=-2
a,=2-1=1
a,=2-2=0

22

a,=2-3=-1

Veja como fica a matrizA: A = (0 -1 _2)

1 0 -1
Da mesma forma, vamos calcular cada elemento da matriz B, onde
b=i2j:

b =12-1=0
b =12—-2=-1

12

b,=22-1=3
b,=22-2=2
b,=32-1=8
b,=32-2=7
0 -1
Veja como ficaamatrizB:B =3 2
8 7

Calculando o elemento ¢, onde A.B = C:
L, =0.0+(-1).3+(-2).8

c,=0—-3-16

c =-19

11

Resposta: E




Determinantes

Determinante de uma matriz quadrada de ordem n € um ndmero real a
ela associado. Cada matriz tem um Unico determinante.

Determinante de uma matriz de 12 ordem

Em particular, definimos o determinante de uma matriz A=(a, ), de 1°
ordem, o valor do seu Unico elemento a,, ou seja:

detA = |ay1| = ay4
Observe:

o Se M=(4), entdo detM=4.
o SedetA=-v2 e A éuma matriz de ordem 1, entdo A=(-v2).

Determinante de uma matriz de 22 ordem

. Q11 Qg3 .
A matriz quadrada de 22 ordem 4 = (a21 azz)’ tem como determinante

0 nomero real obtido pela expressao a, .a,-a ,.a,. Ou ainda:

aq1 Aqz

detA = |
a1 dzz

| = Qqq.0p — A12.031

Determinante de uma matriz de 32 ordem

Podemos obter o determinante de uma matriz quadrada de 32 ordem
utilizando uma regra pratica denominada regra de Sarrus.

. . ai; Q12 @3 . .
Sejaamatriz 4= (a21 a2 a23). Para o calculo de seu determinante,
Q31 Q32 a3z
procedemos da seguinte maneira:

an
= daz1

a11 Q12 Qg3
az1 Gz Qg3
Qaz; dzz QAszz

detA =

azy

= Q4. Gpp. A3 + G1p. Ap3. A3y + Ay3. Apq. A3z — (Q13. A1, A3z + Q11.Gp3. A3p + A43.App. A31)

Propriedades

P . Se todos os elementos de uma linha ou coluna de uma matriz
quadrada forem nulos, o seu determinante & zero.

A= ((1) g),entﬁo detd = 0.
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P.. Se 2 linhas (ou 2 colunas) de uma matriz quadrada forem iguais ou
proporcionais, seu determinante é nulo.

A= (; z),entﬁo detA =0

P.. Se uma linha (ou coluna) de uma matriz quadrada for combinagdo
linear de outras linhas (ou colunas), seu determinante & nulo.

2 1 —4
A=(—2 3 1) ,em que a 32 linha é a soma da 1% com a 24
0 4 -3/ linha,entdo,detA=o0.

P . O determinante de uma matriz quadrada A & igual ao determinante
de sua transposta A, ou seja, DA=D(A").

Dada a matriz A = (i i

detA = —10 = detA*

), temos A = (;E, le) ,e seus determinantes:

P_. Se trocarmos de posigdo entre si duas linhas (ou duas colunas) de
uma matriz quadrada, o determinante da nova matriz € o oposto do
determinante da primeira matriz.

4
5

G i) ,onde o novo determinante é — 6.

P.. Se multiplicarmos todos os elementos de uma linha (ou coluna) por
um ndmero real k, entdo o determinante da nova matriz &€ o produto de
Kk pelo determinante da primeira matriz.

Tome A = (i ) com detA = 6.Trocando as duas linhas de posigdo, temos:

4 é),seu determinante é: Lzl. §| =12

multiplicando todos os elementos da 12 linha de A por 3 temos a matriz
6 6| -6

4 5

Seja amatrizA = (2

r_ (6 6 . . "
A= (4 5),qu0 seu determinante é:

Note que A" = 3A.

Observag3o: se multiplicarmos mais de uma linha (ou coluna), entdo
devemos fazer k.detA, onde n &€ o nUmero de linhas ou colunas
multiplicadas por k.

2 0 0

Seja A = ( 3 4 0) ,note que A é uma matriz triangular superior,
15 21 3

assim,detA = 2.4.3 = 24.




Teorema de Jacobi
Se adicionarmos a uma linha (ou coluna) de uma matriz quadrada A
uma outra linha (ou coluna) multiplicada por um nimero qualquer, o
determinante da matriz B obtida sera igual ao da matriz A.
Teorema de Binet
Se A e B sdo matrizes quadradas de mesma ordem, entao:

det(A.B)=detA.detB
Determinante da matriz inversa

detA’'=1/detA

Se detA=0, N30 existe a matriz inversa.

Exercicio resolvido

Sabendo que Aéuma matrizquadrada de ordem 3 e que o determinante
de A é -2, calcule o valor do determinante da matriz 3A.

a)-8

b)- 54

c) 27

d)18

e-2

Resolucao

Para resolvermos a questao, vamos utilizar uma das propriedades das
determinantes:

det(kA)=k" detA

Onde n é a ordem da matriz quadrada.

Desta propriedade temos que:
det(3A)=3%.(-2)=-54

Resposta: B
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Exercicio resolvido
Dada a matriz A abaixo, o determinante da matriz 2A € igual a:

2 1 3

A=|1 1 1‘

0 1 4
a) 40
b) 10
c)18
d) 16
e) 36

Exercicio resolvido

Temos duas formas de resolver a questdo. Podemos calcular o
determinante da matriz A e depois utilizar a propriedade P3 que se
encontra em nosso material didatico, ou calcular diretamente o
determinante da matriz 2A. Vamos resolvé-la pelo primeiro métado,
utilizando a regra de Sarrus:

2 1 3|2 1
detA=1(1 1 1|1 1
0 1 40 1

detA=2.1.4+1.1.0 + 3.1.1 — 0.1.3 — 1.1.2 — 4.1.1
detA=8+0+3-0-2-4
detA=5

Dai, pela propriedade P,
det(24)=23 detA
det(24)=8.5=40




Sistemas lineares
R Denomina-se sistema linear de m equagdes nas n incognitas
X ,X,,...,X, 8 todo sistema da forma: PY
Aq1X1 + Q1pX5 + o+ Xy = by PY
Ap1X1 + QgpXy + =+ AgpXy, = by o
Am1X1 + QaXy + 0 + Xy = by, °

em que ai1,ai2,...,ain,bi,b2,....bm sdo nimeros reais.

Se o conjunto ordenado de nUmeros reais (ai,a2,...,an ) satisfizer
todas as equagdes do sistema, serd denominado solucao do sistema
linear.

Se o termo independente de todas as equacgdes do sistema for nulo,
isto & b1=...=bm=0 o sistema linear sera dito homogéneo.

° Dois sistemas lineares que admitem o mesmo conjunto solugdo sao
ditos equivalentes.

Os sistemas lineares sao classificados quanto ao nUmero de solugdes:

67
Sistema linear
o
+
o
Impossivel:
Possivel:
Quando ndo admite solugdo
Quando admite solugdo.
x g
o
)
Determinado: Indeterminado:
Admite uma Unica solugdo Admite infinitas solugdes
+
agpp” agpp o
(o]
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A regra de Cramer é empregada para resolver um sistema linear em
que p numero de equagBes é igual ao nimero de incognitas. Seja 0 |
sistema de 3 equagdes e 3 incognitas:

a1x + a;py +a;3z2=>b,
ay X+ ay,y + a,32=b,
A3.% + a3y + 332 = by

O determinante da matriz principal
Qi1 Q12 4g3

Dy =|G21 Q22 Qa3
Q3; Qzp Qg3

O determinante que se obtém de D, substituindo a 1° coluna (dos
coeficientes de x) pela coluna dos termos independentes.

b, a;; ay
b, ay, ay
b; as; as;

Dy =

O determinante que se obtém de D, substituindo a 2° coluna (dos
coeficientes de y) pela coluna dos termos independentes.

a;; by ag
a1 by ay
az, b asx

D, =

O determinante que se obtém de D, substituindo a 32 coluna (dos
coeficientes de z) pela coluna dos termos independentes.

a,; a b
ay; ay b,
az, Gz by

D, =

Se D,#o, entdo o sistema & possivel e determinado. Obtemos os
valores de x,y e z através das seguintes relagdes:

D, D, D,

B o e




Exercicio resolvido

Com relacdo ao sistema

x+y+z=1 o
{zx—y _z+1 _ q,0onde 3z +2 # 0 e 2x +y # 0 pode-se, com certeza, afirmar que: °
3z+2  2x+y 5
a) E impossivel
o
b) E indeterminado
c) Possui determinante igual a 4
d) Possui apenas a solucao trivial
e) £ homogéneo
Resolucao
Podemos separar a segunda igualdade em duas:
2x—y=3z+2=>2x—-y—-3z=2 69
2x+y=z+1=32x+y—-2z=1
Temos ent&o trés equacdes:
x+y+z=1
2x—y—3z=2
2x+y—z=1
o
Que podem ser associadas a matriz: +O
11 1
2 -1 -3
2 1 -1
Vamos calcular seu determinante:
11 1|1 1 ©
2 -1 -3[2 -1
2 1 -1lz2 1
Det =1.(-1).(-1) + 1.(-3).2 + 1.2.1 — 2.(-1).1 — 1.(-3).1 — (-1).2.1 )
Det=1—-6+2+2+3+2
Det =4
(o)
Resposta: C
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Analise combinatoria

As primeiras atividades matematicas da humanidade estavam ligadas
a contagem de objetos de um conjunto, enumerando seus elementos.

Vamos estudar aqui algumas técnicas para a descricao e contagem de
todos os casos possiveis de um acontecimento.

Principio Fundamental da Contagem (PFC)

O principio fundamental da contagem diz que um evento que ocorre
em n situagdes independentes e sucessivas, tendo a primeira situagao
ocorrendo de m1 maneiras, a segunda situagdo ocorrendo de m2
maneiras e assim sucessivamente até a n-ésima situagao ocorrendo
de mn maneiras, temos que o NnUmero total de ocorréncias sera dado
pelo produto: My -+ Mg + .. = Mp

Exemplos:

Quantos sao 0s nimeros naturais de dois algarismos que sao multiplos
de 57

Como o zero a esquerda de um nitimero ndo é significativo, para que tenhamos
um numero natural com dois algarismos ele deve comegar com um digito de 1
a 9, temos portanto 9 possibilidades.

Para que o niimero seja um multiplo de 5, o mesmo deve terminar em 0 ou 5,
portanto temos apenas 2 possibilidades. A multiplica¢do de 9 por 2 nos dard o
resultado desejado. Logo, s@o 18 os niimeros naturais de dois algarismos que
sdo multiplos de 5.

Eu possuo 4 pares de sapatos e 10 pares de meias. De quantas
maneiras poderei me calgar utilizando um par de meias e um de
sapatos?

Pelo principio fundamental da contagem temos que multiplicar 4, que é
o numero de elementos do primeiro conjunto, por 10 que corresponde ao
numero de elementos do segundo conjunto.

Portanto, poderei me calcar de 40 maneiras diferentes.

De quantas formas podemos dispor as letras da palavra FLUOR de
sorte que a (ltima letra seja sempre a letra R?




Para a ultima letra, segundo o enunciado temos apenas uma possibilidade que
éaletraR.

Para a primeira, segunda, terceira e quarta letras temos respectivamente 4, 3,
2 e 1 possibilidades. Assim temos: 4.3.2.1 = 24

Note que este exemplo é semelhante ao caso dos livros, explicado no inicio
da pagina, s6 que neste caso teriamos mais um livro, digamos de ciéncias,
que sempre seria colocado na pilha por ultimo. Podemos dispor as letras da
palavra FLUOR de 24 formas diferentes, tal que a ultima letra seja sempre a
letra R.

Quantos ndmeros naturais com 3 algarismos podemos formar que
ndo comecem com 16, nem com 177

Neste exemplo iremos fazer o calculo em duas partes. Primeiro iremos calcular
quantos sdo os nuimeros com trés algarismos. Como neste caso na primeira
posicao ndo podemos ter o digito zero, o niumero de possibilidades para cada
posicao é respectivamente: 9, 10 e 10. Portanto, temos 900 niimeros naturais
com trés digitos. Agora vamos calcular quantos deles comecam com 16 ou 17.

Para a primeira posi¢do temos apenas uma possibilidade, o digito 1. Para a
segunda temos 2, pois servem tanto o digito 6, quanto o 7. Para a terceira
e tltima posi¢do temos todos os digitos possiveis, ou seja, 10 possibilidades,
multiplicando tudo temos 20. Logo, subtraindo 20 de 900 obtemos 880.
Existem 880 numeros naturais nestas condigoes.

Fatorial

E comum, nos problemas de contagem, calcularmos o produto de uma
multiplicacdo cujos fatores sdo nOmeros naturais consecutivos. Para
facilitar esse trabalho, vamos adotar um simbolo chamado fatorial.

Sendo n um ndmero inteiro maior que 1, define-se fatorial de n como
oprodutodo n! =n(n—1)(n —2) ..3.2.1,sendon € Nen > 1. Indica-se nl.

Por definigdo, temos:

0l=1
11=1
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Qual deve ser o valor numérico de n para que a equagdo (N +2)! = 20.
n! seja verdadeira?

O primeiro passo na resolucdo deste problema consiste em escrevermos
(n + 2)! em funcdo de n!, em busca de uma equacao que ndo mais contenha
fatoriais:
(n+2)(n+1)n!=20n!, dividindo por n!, temos:
(n+2)(n+1)=20, fazendo a distributiva
n2+3n+2=20=n2+3n-18=0

Rapidamente concluimos que as raizes procuradas sdo -6 e 3, mas como nao
existe fatorial de niimeros negativos, ja que eles ndo pertencem ao conjunto
dos niimeros naturais, ficamos apenas com a raiz igual a 3.

Portanto:

O valor numérico de n para que a equacao seja verdadeira é igual a 3.

A partir de fatoriais, obtenha uma sequéncia com sete nimeros
COompostos consecutivos.

Como eu devo obter 7 niimeros compostos consecutivos na sequéncia, eu
preciso partir ao menos de 8!:

8/=8.7.6.5.4.3.2.1=40320

Como 8! é igual a 40320, o primeiro ntimero da sequéncia serd 40320 + 2 =
40322 e o ultimo serd 40320 + 8 = 40328.

Logo: A sequéncia 40322, 40323, 40324, 40325, 40326, 40327 e 40328
satisfaz as condi¢oes do enunciado.
Arranjo simples

Denomina-se arranjo simples dos n elementos de E, p a p, toda
sequéncia de p elementos distintos de E.

Para calcular 0 numero de arranjos dispomos da seguinte formula:

Anp = (n oy onde p<n.

Qual o nimero de anagramas que podemos formar com as letras da
palavra PADRINHO?

Neste exemplo temos um arranjo simples com 8 elementos agrupados 8 a 8.
Calculemos entdo Ag ,:




Qual o nOmero de anagramas que podemos formar com as letras da
palavra PADRINHO?

Neste exemplo temos um arranjo simples com 8 elementos agrupados 8 a 8.
Calculemos entdo A g

' 8! 8

Agg =———— =— = 40320
W m—gy d

Portanto:

Podemos formar 40320 anagramas com as letras da palavra PADRINHO.

Em uma escola estad sendo realizado um torneio de futebol de saldo,
no qual dez times estdo participando. Quantos jogos podem ser
realizados entre os times participantes em turno e returno?

Como o campeonato possui dois turnos, os jogos Equipe A x Equipe B e
Equipe B x Equipe A tratam-se de partidas distintas, entdo estamos
trabalhando com arranjos simples onde importa a ordem dos elementos.
Devemos calcular A, :

o

10! 10!  10.9.8!

Gl T i R TRl

Entao:

Podem ser realizados 90 jogos entre os times participantes.

Otavio, Jodo, Mario, Luis, Pedro, Roberto e Fabio estdo apostando
corrida. Quantos s30 0s agrupamentos possiveis para 0s trés primeiros
colocados?

Obviamente, como em qualquer corrida, a ordem de chegada é um fator
diferenciador dos agrupamentos. Como temos 7 corredores e queremos
saber o niimero de possibilidades de chegada até a terceira posicdo, devemos
caleular A :

7! 7! 7.6.5.4!
=210

e R e TR T TR

Logo:

210 s@o os agrupamentos possiveis para os trés primeiros colocados.
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Permutacao simples

Seja E um conjunto com n elementos. Chama-se permutacado simples
dos n elementos, qualquer agrupamento (sequéncia) de n elementos
distintos de E.

Podemos, também, interpretar cada permutagdo de n elementos
como um arranjo simples de n elementos tomados na n, ou sejg, p =n.

P =n!
n

Permutagao com elementos repetidos

Palﬁj--uy — n!
* al B! ...y!
Quantos anagramas podemos formar a partir da palavra ORDEM?

Um anagrama é uma palavra ou frase formada com todas as letras de uma
outra palavra ou frase. Normalmente as palavras ou frases resultantes sao
sem significado, como ja era de se esperar.

Como a palavra ORDEM possui 5 letras distintas, devemos calcular o niimero
de permutagoes calculando P5. Temos entao:

P5=5!=5.4.3.2.1=120
Portanto:

O niimero de anagramas que podemos formar a partir da palavra ORDEM é
igual 120.

Na fila do caixa de uma padaria estdo trés pessoas. De quantas
maneiras elas podem estar posicionadas nesta fila?

Temos que calcular P3, entdo:
P3=3/=3.2.1=6
Logo:

As trés pessoas podem estar posicionadas de seis maneiras diferentes na fila.




Quantos sdo os anagramas que podemos formar a partir das letras da
palavra ERVILHAS, sendo que eles comecem com a letra E e terminem
com vogal?

Como naprimeiraposi¢ado sempreteremos a letra E, o niimero de possibilidades
nesta posic¢do é igual a 1, podemos até dizer que éiguala P..

Para a iltima posi¢do temos disponiveis as letras I e A, pois a letra E ja esta
sendo utilizada no comeco, entdo para a oitava letra temos que calcular P,:

P,=2/=2.1=2

Como para as demais posi¢oes temos 6 letras disponiveis, calculemos entdo
P.:

6
P,=6!=6.5.4.3.2.1=720
Multiplicando tudo:

1. 720. 2 = 1440
Entao:

A partir da palavra ERVILHAS podemos formar 1440 anagramas que
comecem com a letra E e terminem em vogal.

Quantos anagramas podemos obter a partir das letras da palavra
PARAR?

Como a palavra PARAR possui 5 letras, mas duas delas sdo repetidas duas
vezes cada, na solugao do exemplo vamos calcular P *?:

!
22 !

5" =221~ 30

Portanto:

O ntimero de anagramas que podemos formar a partir das letras da palavra
PARAR éigual a 30.

Possuo 4 bolas amarelas, 3 bolas vermelhas, 2 bolas azuis e 1 bola
verde. Pretendo coloca-las em um tubo acrilico transldcido e incalor,
onde elas ficardo umas sobre as outras na vertical. De quantas
maneiras distintas eu poderei formar esta coluna de bolas?

Neste caso de permutagdo com elementos repetidos temos um total de 10 bolas

de quatro cores diferentes. Segundo a repeticdo das cores, devemos calcular
P @32:
10

10!
B = grarg = 12600

. M
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Entdo:

Eu poderei formar esta coluna de bolas de 12600 maneiras diferentes.

Combinagao simples

Chama-se combinagao simples dos n elementos de E, p a p, todo
subconjunto de E com p elementos.

. - . ~ . D
Indica-se 0 nimero dessas combinag@es simples por C,, ., ou Cy, .
n!

“nr = Pl —p)!

Com 12 bolas de cores distintas, posso separa-las de quantos modos
diferentes em saquinhas, se o fizer colocando 4 bolas em cada saco?

Como a ordem das bolas ndo causa distin¢do entre os agrupamentos, este é
um caso de combinagdo simples. Vamos entdo calcular C,, :
12! 12!

az—a as

Ciz4 =

Portanto:

Posso separa-las de 495 modos diferentes.

Um fabricante de sorvetes possui a disposicdo 7 variedades de frutas
tropicais do nordeste brasileiro e pretende mistura-las duas a duas na
fabricacao de sorvetes. Quantos serdo os tipos de sorvete disponiveis?

Os sorvetes de umbu com siriguela e de siriguela com umbu, na verdade
tratam-se de um mesmo tipo de sorvete, ndo havendo distin¢do apenas pela
ordem da escolha das frutas utilizadas. Temos um caso de combinagdo simples
que sera resolvido através do calculo de C_ :

7! 7!
T2(7-2) 215
Logo: Serao disponiveis 21 sabores diferentes.

G 21

As 14 criangas de uma familia serdo separadas em grupos de 5, para
que elas arrecadem prendas para a quermesse da fazenda onde vivem.
De quantas maneiras as criangas poderdo ser agrupadas?

Identificamos neste exemplo um caso de combinacgdo simples, pois a ordem
das criancas é irrelevante, ndo causando distingdo entre os agrupamentos

com elementos distintos. Vamos calcular C, s




1 14
Cuus =g (14 —5)! 519!

Entao: As criangas poderdo ser agrupadas de 2002 maneiras diferentes.

= 2002

PROBABILIDADE

A que temperatura a agua entra em ebulicao? Se largarmos uma bolg,
com que velocidade ela atinge o chao? Conhecidas certas condictes,
é perfeitamente possivel responder a essas duas perguntas, antes
mesmo da realizacdo desses experimentos.

Esses experimentos sdo denominados deterministicos, pois neles os
resultados podem ser previstos.

Considere agora 0s seguintes experimentos:
No langamento de uma moeda, qual a face voltada para cima?
No langamento de um dado, que nUmero saiu?
Uma carta foi retirada de um baralho completo. Que carta € essa?

Mesmo se esses experimentos forem repetidos varias vezes, nas
mesmas condicdes, nao poderemos prever o resultado.

~

Um experimento cujo resultado, mesmo que Unico, € imprevisivel,
é denominado experimento aleatério. E sd0 esses que nos atrai
neste estudo. Um experimento ou fendmeno aleatdrio apresenta as
seguintes caracteristicas:

Pode se repetir varias vezes nas mesmas condicoes;
E conhecido o conjunto de todos os resultados possiveis;
N&o se pode prever o resultado.

Ateoria da probabilidade surgiu para nos ajudar a medir a “chance” de
ocorrer determinado resultado num experimento aleatorio.

. Espaco amostral

O conjunto de todos os resultados possiveis de um experimento
aleatodrio & denominado espaco amostral, indicado por Q ou U.

No langamento de uma moeda: U={cara, coroa;}.

. M
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No langamento de um dado: U={1, 2, 3, 4, 5, 6}
No nascimento de uma crianca: U={menino, menina}.

Qualquer subconjunto do espago amostral € chamado evento. No
lancamento de um dado, por exemplo, em relacdo a face voltada para
cima, podemos ter 0s eventos:

O nOmero par: {2, 4, 6}.
O ndmero impar: {1, 3, 5}.
MUltiplode 8:{ }

. Probabilidade de um evento em um espago amostral finito

Considere um experimento aleatdrio em que para cada um dos n
eventos simples, do espaco amostral U, a chance de ocorréncia € a
mesma. Nesse caso, dizemos que 0 espago amostral € um espago
equiprovavel e que a probabilidade de cada evento simples é

Para um evento simples A, indicamaos:

Podemos ampliar essas definicdes de probabilidade de um evento
simples para a prababilidade de um evento qualquer.

Na expressdo acima, n(U) € o nimero de elementos do espaco
amostral U e n(A), o nimero de elementos do evento A.

Observacao: P(4) = %
Sejam A e A dois eventos complementares de um espaco amostral U,
entdo: )
P(A)+P(A)=1
Probabilidade com reunido e interseccdo de eventos

P(AUB)=P(A)+P(B)-P(ANB)




Exemplo:

Numa pesquisa sobre a preferéncia em relacao a dois jornais, foram
consultadas 470 pessoas e o resultado foi 0 seguinte: 250 delas leem
ojornal A, 180 leem o jornal B e 60 leem os jornais A e B. Escolhendo
um dos entrevistados ao acaso, qual a probabilidade de que ele seja:

a) Leitor dos jornais A e B?
b) Leitor do jornal A ou do jornal B?

a) Temos o seguinte:

Onde:
A: leitores apenas do jornal A, A = 190
B: leitores apenas do jornal B, B = 120

ANB: leitores dos jornais A e B, ANB=60

Como 60 pessoas leem os jornais A e B, marcamos 60 na intersecgao
de Acom B. Se 250 leem o jornal A, marcamos 190 (250 - 60) na parte
de A que ndo estd em B, e 120 (180 - 60) na parte de B que n3o esta
em A. Como foram consultadas 470 pessoas e ja marcamos 370 (190
+ 60 + 120 = 370), concluimos que 100 pessoas ndo leem nenhum
dos dois jornais. Assim, a probabilidade de que a pessoa leia os dois
jornais, Ae B, &

P(ANB) =

RANB) L panBy=22 8 logopann) =2
- = = — = —
n(U) 470 47’ %9% 47

b) Quando somamos o nimero de pessoas que leem o jornal A com o
nUmero de pessoas que leem o jornal B, contamos duas vezes aquelas
que leem os dais jornais.

P(AUB) = P(A) + P(B) — P(ANB)

P(AUB)—250+180 60
T 470 ' 470 470
370 37

P(AUB):m=E
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. Probabilidade condicional

Vamos supor o experimento do lancamento de dois dados, um branco
e um vermelho. Considere os eventos:

A: 3 soma dos nUmeros obtidos € menor que 7,
B: sair o nUmero 4 em, pelo menos, um dado.
O espago amostral U &

Cl51) (1,2) (1.:3) 1,4 (1,5) (1,6)

@y |2y |3 |9 |y |29

G G2y |G [GH |G |G

4,1) 4,2) 4,3) 4.4 4,5) 4,6)

[EX))] (5.2) (5.3) 3.4 (.5 (5.6)

61 |62 |63 |6 |65 |66

Os eventos sao:
A={11),1,2),13),049,1,5),(21),22),(23),(24,3 1,3, 2),(3 3),
(4,1), (4, 2), (5, )}

B=1{14),24,3 4, (41,4 2),43),(4 4,4 5),(4,6), (5, 4), (6, 4)}

Vamos calcular, agora, a probabilidade de a soma dos pontos obtidos
ser menor que 7 e, num dos dadas, pelos, sair o nimero 4.

Note que queremas a ocorréncia de somas menores do que 7 em um
universo cujos elementos apresentem um ndmero 4.

Nesse caso, dizemos que a ocorréncia do evento A esta condicionada
a ocorréncia do evento B, indicamaos por A/B, ou seja, a ocorréncia do
evento A sabendo que B vai ocorrer ou ja ocorreu. (Os eventos A e B
s3o dependentes).
Essa probabilidade €& chamada probabilidade condicional ou
probabilidade de A dado B.
_n(ANnB)
P(A/B) = @)
Voltando ao exemplo, temos que:
AnB={(14),(24),(41),42)}
Sendo n(B) = 11 € n(AnB)=4, obtemos:
n(AnB) 4
PCA/B)—-—?RET—-—II
Dois eventos, A e B, sdo ditos independentes quando
P(AnB)=P(A).P(B)

o +




Exercicio resolvido

Pedro pergunta a Paulo se ele pode trocar uma nota de RS 100,00
por duas notas de R$ 50,00. Paulo responde que tem exatamente
RS 200,00 na carteira em notas de RS 50,00, RS 20,00 e RS
10,00, mas ndo sabe quantas notas tem de cada valor. Sabe apenas
que tem pelo menos uma de cada valor. Considere que todas as
distribuigbes possiveis de notas de RS 50,00, RS 20,00 e RS 10,00
que podem ocorrer na carteira de Paulo sejam igualmente provaveis. A
probabilidade de que Paulo possa fazer a troca pedida por Pedro é de:

a) 2/13
b) 4/13
c)5/13
d)6/13
e) 7/13

Resolucao:

Sabemos que para calcular probabilidade, basta dividirmos o nimero
de casos favoraveis pelo nimero de casos possiveis.

Como ele tem pelo menos uma nota de cada, entdo ele consegue
formar 80,00 com uma de 10, uma de 20 e uma de 50.

Temos que saber como podemos formar os outros 120,00. Vamos
dividir em casos:

- Se ele ndo possuir mais notas de SO, teremos que formar 120,00
com notas de 10 e 20:

S30 7 opcdes: 12 notas de 10; 1de 20e 10 de 10; 2 de 20 e 8 de 10; 3
de20e6de10;4de20e 4 de10; 5de 20 e 2 de 10; 6 de 20.

Se ele possuir mais uma nota de S0, teremos que formar 70,00 com
notas de 10 e 20:

S380 4 opcgBes: 7 notas de 10; 1de 20 e 5de 10; 2de 20 e 3de 10; 3
de20e1de 0.

- Se ele possuir mais duas notas de 50, teremos que formar 20,00
com notas de 10 e 20:

. M
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S3o 2 op¢des: 1de 20 ou 2 de 10.
Verificamos que o nimero de casos possiveisé 7 +4 +2 =13

Para contarmos o nUmero de casos favoraveis, devemos considerar
as opgdes onde ele tem pelo menos duas notas de S0, ou sejg, 4 + 2
=6.

Probabilidade = 6/13
Exercicio resolvido

Para disputar a final de um torneio internacional de natacao,
classificaram-se 8 atletas: 3 norte-americanos, 1 australiano, 1
japoneés, 1 francés e 2 brasileiros. Considerando que todos os atletas
classificados sdo 6timos e tém iguais condi¢cdes de receber uma
medalha (de ouro, prata ou bronze), a probabilidade de que pelo menos
um brasileiro esteja entre os trés primeiros colocados € igual a:

a) 5/14
b) 3/7
c)4/7
d)9/14
e)5/7

Resolucao

Quando aparecer na questdo “pelo menos um’, devemos encontrar
a probabilidade de ndo acontecer nenhum, ou seja, de ndo termos
brasileiros no podio, e depois diminuirmos de 1.

Probabilidades:
De nenhum brasileiro ganhar ouro = 6/8 = 3/4

De nenhum brasileiro ganhar prata = 5/7 (desconsideramos a medalha
de ouro)

De nenhum brasileiro ganhar bronze = 4/6 = 2/3 (desconsideramos as
medalhas de ouro ou prata)




Entdo:
P (n&0 termos brasileiros no podio) = 3/4 x 5/7 x 2/3 = 5/14

P (termos pelo menos um brasileiro no pédio) =1-5/14 =14/14 - 5/14 ®
=9/14 .

. Coordenadas cartesianas no plano .

Um plano cartesiano é formado por dois eixos perpendiculares, onde o
encontro entre ele & chamado de origem. O eixo horizontal € chamado
de eixo x e o0 eixo vertical chamado de eixo y. No eixo x, 3 direita da
origem € a parte positiva do eixo, e a parte da esquerda € a parte
negativa. No eixo y, a parte de cima da origem € a parte positiva do
eixo y, e a parte de baixo da € a parte negativa. Observe a figura abaixo:

- N W ak
o (O Tt
L
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Uma coordenada no plano cartesiano é chamada de ponto, formado
por uma coordenada x e uma coordenada y. Por exemplo, o ponto (1,3)
tem coordenada x=1 e coordenada y=3, e também o ponto (-4,2) tem
coordenada x=-4 e coordenada y=2 °

Esses pontos sdo determinados planos pela intersecgao entre a +
reta ortogonal a x, passando pela coordenada x do ponto com a reta

ortogonal a y passando pela coordenada y do mesmo ponto. Observe

a figura abaixo.

cezme--<1
1
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o equacado da reta determinada por dois pontos sera ¥ =

Podemos observar na figura acima quatro pontos determinados no
plano cartesiano, sdo eles: os ponto A(4,3), B(1,2), C(-2,4), D(-3,-4)
e E(3,-3).

Agora que sabemos como é formado um ponto no plano cartesiano,
podemos calcular a distdncia entre esses pontos.

. Distancia entre dois pontos
Sejam dois pontos, o ponto A(x .y ) e 0 ponto B(x,,y,), entdo a distancia
entre os pontos A e B, & dada por
d(4,B) = J(xz — x1)? + (2 — y1)?
Exercicio resolvido
1. A distancia entre os pontaos A(-2,y) e B(6,7) € 10. Qual o valor de y~?

Resolucao

Usando a formula para o calculo entre dois pontos temos que
d(A,B) =J(6 = (—2))2 + (7 — )2 = /854 (7 — y)? = /64 + 49 — 14y + ¥ = [y? — 14y + 113,

como d(A,B)= 10 também, entdo temos que
Sy —Tay +113=10 = y2 — 14y + 113 = 100 = y2 — 14y + 13 =0,

usando Bhaskara, temos duas respostas, y=1 ou y=13.

. Equacao dareta

Seja r uma reta qualquer, entdo a equacgdo de r sera, y=ax+b ou
podemos escrever y-ax-b=0, onde a € chamado de coeficiente angular
dareta, e b de coeficiente linear da reta. Como x e y variam dependendo
do ponto dado, entdo precisamos encontrar as constantes a e b. Para
isso precisamos de dois pontos, ou sejs, toda reta pode ser definida
por dois pontos. Seja entdo dois pontos, A(x,y,) e B(x,y,), dessa
forma, substituindo as coordenadas dos pontos na equagao da reta

temos que:
9 {yi =ax;+b
Yy, =ax,+b

(}’1 —¥2)
(x1—23)'

Subtraindo as duas equacgdes temos, (—y2) = alxy —x) = a =

(}'1 }’2)

assim temos que y = 2= x + b, substituindo o ponto a em x e y nesta

equacao temos que, y; = glfixl +b=b= fg"l ng, logo temos que a
L ! On1-¥2) Y1(x1-%2)
(x1-x7) x1(¥1-¥2)
o ’ +

+



Exercicio resolvido
1. Qual a equacao da reta que passa pelos pontos A(1,2) e B(2,-4).

Resolucao

{ Z2=al+b g piraindo as duss equagdes temos que,

—4=a2+ Db

6=a(-1)=a=-6, desta forma a equacao fica y=-6x+b, substituindo
0 ponto A na equagao obtemos 2=-6.1+b=b=2+6=b=8, logo a
equacdo da reta € y=-6x+8.

. Distancia entre um ponto e uma reta

Como fizemos antes, quando definimos pontos, calculamos a
distancia entre dois pontos, agora que sabemos 0 que sdo pontos e
retas podemos também calcular a distancia entre um ponto e uma
reta. A distancia entre um ponto e uma reta € dada pelo comprimento
do segmento que liga o ponto com a reta, mas é perpendicular a reta.
Observe a figura abaixo, temos que d é a distancia entre o ponto P, e
aretar:

Seja entdo o ponto P, de coordenadas (x,y ), e r com equagao
ax+by+c. Entdo a distancia d entre o ponto P e a reta r & dada por,

o= |lax,+by,+c|

vaz+b2

Exercicio resolvido

1. Seja a reta r de equagdo y+6x-8=0, e 0 ponto P (6,7). Qual a
distdncia entre a reta re o ponto P ?
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Resolucao

Usando a formula de distdncia entre ponto e reta, temos que a

6.6+1.7-8 _ 36-1 _ 3537
Je2+12 V37 3z !

logo a distancia entre a reta r e 0 ponto p, & 3337
37

distdnciadentrearetareoponto P, & d =

Calculo de area com GA
Area de triangulo com GA

Um tridngulo como ja vimos antes é formado por trés lados, trés
angulos e trés vértices. Cada vértice de um tridngulo € um ponto, se
tivermos esses pontos no plano cartesiano, conseguimos calcular sua
area facilmente. Entdo tome trés pontos no plano

Yy

Ya

Yo ¥s

0

o ponto A(x,,y,), B(x,y,) e C(x,y,). entdo a area do tridngulo & dada

por,A=%! onde D é o determinante da matriz

xAyA1
xByB1
chcl

Area de quadrilatero com GA

Da mesma forma do tridngulo, podemos ter um quadrildtero em um
plano cartesiano, determinado pelos seus quatro pontos ou vértices.




R

yD D

e desta forma também, temos que a area do quadrilatero ABCD é dada por

B ) (% Ya 1
A=2IDi| +31D,|, onde D, é o determinante da matriz (xg Vs 1),
xa ya 1 X Yo 1
e D, é o determinante da matriz { e ye 1.
D Yp

Exercicio resolvido

1. Calcule a coordenada x do ponto A(x,1) e do ponto B(x,2) sabendo
que as coordenadas do ponto C's&o (4,2), que eles ndo sdo colineares
e que a area do triangulo formado por eles € igual a 3.

Resolucao

Utilizando a férmula para calculo de area dada anteriormente, vamos

) . " . x 1 1
primeiro entdo calcular o determinante de y 2 1.

411

Calculando o determinante temos que D=-4+x, dessa forma temos
D . - . .

que A = %, 0u seja, 3="‘2—+"| =6=|—4+x| istoé x=100ux=-2.

. Retas paralelas e perpendiculares

Vamos agora ver a posi¢ao de duas retas no plano, para isso queremos
saber o angulo formado entre as duas retas, ou seja, precisamos
observar o coeficiente angular da reta. Entdo vamos ver a diferenga
dos coeficientes angulares de retas paralelas para duas retas
perpendiculares.
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Retas paralelas

Se duas retas sao paralelas, entdo queremos que as suas inclinagbes
sejam as mesmas, isto &, seus coeficientes angulares devem ser
0s mesmos. Sejam as retas r e s tal que r: a, x+b, e a reta s: y=a,
x+b,, dizemos que r € paralela 3 s se a,=a,. Se a,#a, entdo r e s se
intersectam em um ponto, dai dizemos que as retas s8o concorrentes.

Retas perpendiculares

Sejam duas retas concorrentes, dizemos que as duas retas sa0
perpendiculares se 0 angulo formado entre elas for um angulo de 90°.
SeJam asretasrestalquer: y=q, x+b earetas:y=a, x+b, dizemos
que r é perpendiculara sse a_1=4- ou sejg, 0 coeficiente angular da
reta r deve ser o oposto do i mverso do coeficiente angular da reta s.

Exercicio resolvido

1. Das equacdes de retas abaixo, a Unica que &
2X+3Y+4=0 €:

a)y =3x+2

bjy= x+2

c)y =4x-3

dy= x+1

e) y =3x+4

perpendicular a

Resolucao
Vamos escrever a reta 2x+3y+4=0 na forma reduzida, assim temos

que y=-%-%, logo o coeficiente angular da reta perpendicular a ela

3. logo a equagao da reta perpendicular a ela & y =-3-x+1, ou
seja, opgao d).




QUESTOES COMPLEMENTARES

. ENEM

Questao 01- ENEM ®

A sombra de uma pessoa que tem 1,80 m de altura mede 60 cm. No

mesmo momento, a seu lado, a sombra projetada de um poste mede °
2,00 m. Se, mais tarde, a sombra do poste diminuiu S0 cm, a sombra

da pessoa passou a medir:

a)30cm
b) 45cm
¢)50cm
d)80cm
e) 90 cm

Questdo 02 - ENEM

O dono de um sitio pretende colocar uma haste de sustentacao para
melhor firmar dois postes de comprimentos iguaisa 6 me 4 m. A
figura representa a situacao real na qual os postes sao descritos pelos
segmentos AC e BD e a haste € representada pelo segmento EF, todos
perpendiculares ao solo, que € indicado pelo segmento de reta AB. Os
segmentos AD e BC representam cabos de aco que serdo instalados.
Qual deve ser o valor do comprimento da haste EF? o

89
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aj1m
bj2m
c)24m
d)3m
e)2v/6m
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Questdo 03 - ENEM

Uma crianga deseja criar triangulos utilizando palitos de fosforo .
de mesmo comprimento. Cada tridangulo serd construido com
exatamente 17 palitos e pelo menos um dos lados do triangulo deve ter
0 comprimento de exatamente 6 palitos. A figura ilustra um triangulo
construido com essas caracteristicas.

A quantidade maxima de triangulos ndo congruentes dois a dois que
podem ser construidos é:

a)3
b)5
c)6
d)8
e)10

Questao 04 - ENEM

Diariamente, uma residéncia consome 20160 Wh. Essa residéncia
possui 100 células solares retangulares (dispositivos capazes de
converter a luz solar em energia elétrica) de dimensdes 6 cm x 8
cm. Cada uma das tais células produz, ao longo do dia, 24 Wh por
centimetro de diagonal. O proprietario dessa residéncia quer produzir,
por dia, exatamente a mesma quantidade de energia que sua casa
consome. Qual deve ser a acao desse proprietario para que ele atinja
0 seu objetiva?

a) Retirar 16 células

b) Retirar 40 células

c) Acrescentar 5 células
d) Acrescentar 20 células
e) Acrescentar 40 células




Questdo 05 - ENEM

Um artista deseja pintar em um quadro uma figura na forma de
triangulo equilatero ABC de lado 1 metro. Com o objetivo de dar um
efeito diferente em sua obra, 0 artista traca segmentos que unem
os pontos médios D, E e F dos lados BC, AC e AB respectivamente,
colorindo um dos quatro triangulos menores, como mostra a figura.

Qual & a medida da area pintada, metros quadrados, do retangulo DEF?
a)
b)
c)
d)
e)

SEEIERLEICE

Quest3o 06 - ENEM

Um construtor precisa revestir o piso de uma sala retangular. Para
essa taref, ele dispde de dois tipos de cerdmicas:

I. Cerémica em forma de quadrado de lado 20 cm que custa R$ 8,00
por unidade;

I. Ceramica em forma de triangulo retdngulo isdsceles de catetos com
20 c¢cm que custa R$ 6,00 por unidade.

A sala tem largura de 5 m e comprimento de 6 m. O construtor deseja
gastar a menor quantia possivel com a compra de ceramica. Sejam x
0 numero de pecas de ceramica de forma quadrada e y o nimero de
pecas de ceramica de forma retangular. Isso significa, entao, encontrar
valores para x e y tais que 0,004x + 0,02y =30 e que tomem 0 menor
possivel valor de:

a) 8x + 6y

b) 6x + 8y

c) 0,32x + 0,12y

d) 0,32x + 0,02y

e) 0,04x + 0,12y
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Questdo 07 - ENEM

Uma pessoa possui um espaco retangular de lados 11,5 me 14 mno .
quintal de sua casa e pretende fazer um pomar doméstico de magas.
Ao pesquisar sobre o plantio dessa fruta, descobriu que as mudas de
maga devem ser plantadas em covas com uma Unica muda e com
espacamento minimo de 3 metros entre elas e as laterais do terreno.
Ela sabe que conseguira plantar um nimero maior de mudas em seu
pomar se dispuser as covas em filas alinhadas paralelamente ao lado
de maior extensdo. O nimero maximo de mudas que essa pessoa
podera plantar no espaco disponivel é:

a)4

b) 8

c)9

d)12

e) 20

Quest3o 08 - ENEM

Um homem, determinado a melhorar sua salde, resolveu andar
diariamente numa praga circular que hd em frente 3 sua casa. Todos
os dias ele da exatamente 15 voltas em torno da praga, que tem SO m
de raio. (Use 3 para aproximagdo de ). Qual é a distancia percorrida
por este homem em sua caminhada diaria”?

a) 0,30 km
b) 0,75 km
c) 1,50 km
d) 225 km
e) 4,50 km




Questdo 09 - ENEM

Uma fabrica de formicas produz placas quadradas de lados de medida
igual a y centimetros. Essas placas sdo vendidas em caixas com N
unidades e, na caixa, & especificada a drea maxima S que pode ser
coberta pelas N placas. Devido a uma demanda do mercado por
placas maiores, a fabrica triplicou a medida dos lados de suas placas
e conseguiu reuni-las em uma nova caixa, de tal forma que a area
coberta S ndo fosse alterada. A quantidade x, de placas do novo
modelo, em cada caixa sera igual a:

a)
b)
c)
d)

e)

W w220 |=

S 2

Questao 10 - ENEM

A cerdmica constitui-se em um artefato bastante presente na
historia da humanidade. Uma de suas varias propriedades é a retragao
(contrag3o), que consiste na evaporacdo da dgua existente em um
conjunto ou bloco cerdmico quando submetido a uma determinada
temperatura elevada. Essa elevacdo de temperatura, que ocorre
durante o processo de cozimento, causa uma reducdo de até 20%
nas dimensdes lineares de uma peca. Suponha que uma pega, quando
moldada em argila, possuia uma base retangular cujos lados mediam
30 cm e 15 cm. ApGs o cozimento, esses lados foram reduzidos em
20%. Em relacdo a area original, a area da base dessa peca, apos 0
cozimento, ficou reduzida em:

a) 4%

b) 20%
c) 36%
d) 64%
e) 96%
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Questdo 11 - ENEM

Um professor, ao fazer uma atividade de origami (dobraduras) com «
seus alunos, pede para que estes dobrem um pedaco de papel em
forma triangular, como na figura a seguir, de modo que M e N sejam
pontos médios respectivamente de AB e AC, e D, ponto do lado BC,
indica a nova posicdo do vértice A do triangulo ABC.

Se ABC é um tridngulo qualquer, apds a construgao, sao exemplos de
triangulos isdsceles os triangulos:

a)CMAe CMB
b) CAD e ADB
c) NAM e NDM
d) CND e DMB
e) CND e NDM

Questao 12 - ENEM

Um forro retangular de tecido traz em sua etiqueta a informagado de
que encolherd apds a primeira lavagem, mantendo, entretanto, seu
formato. A figura a seguir mostra as medidas originais do forro e o
tamanho do encolhimento (x) no comprimento e (y) na largura. A
expressao algébrica que representa a area do forro apds ser lavado é

(5-x)(3-y). T

3

4

X

5

Nessas condi¢Bes, a area perdida do forro, apos a primeira lavagem,
Sera expressa por:

a) 2xy

b) 15 — 3x
c)i5-5y

d) -5y — 3x

e) 5y + 3x - xy

o




Questao 13 - ENEM

Em uma certa cidade, os moradores de um bairro carente de espagos
de lazer reivindicam a prefeitura municipal a construcao de uma praga.
A prefeitura concorda com a solicitacdo e afirma que ird construi-la
em formato retangular devido as caracteristicas técnicas do terreno.
RestricGes de natureza orcamentaria impdem que sejam gastos, Nno
maximo, 180 m de tela para cercar a praga. A prefeitura apresenta aos
moradores desse bairro as medidas dos terrenos disponiveis para a
construgao da praga:

Terreno 1: 55 m por 45 m
Terreno 2: 55 m por S5 m
Terreno 3: 60 m por 30 m
Terreno 4: 70 m por 20 m
Terreno 5: 95 m por 85 m
Para optar pelo terreno de maior area, que atenda as restricdes
impostas pela prefeitura, os moradores deverao escolher o terreno:
a)1
b) 2
c)3
d)4
e)5

Questio 14 - ENEM

Em canteiros de obras de construgao civil € comum perceber
trabalhadores realizando medidas de comprimento e de angulos e
fazendo demarcagdes por onde a obra deve comegar ou se erguer. Em
um desses canteiros foram feitas algumas marcas no chao plano. Foi
possivel perceber que, das seis estacas colocadas, trés eram vértices
de um tridngulo retdngulo e as outras trés eram os pontos médios dos
lados desse tridngulo, conforme pode ser visto na figura, em que as
estacas foram indicadas por letras.
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Aregido demarcada pelas estacas A, B, M e N deveria ser calgada com
concreto. Nessas condictes, a area a ser calcada corresponde:

a) A mesma area do tridangulo AMC

b) A mesma area do tridngulo BNC

c) A metade da area formada pelo tridngulo ABC
d) Ao dobro da area do tridngulo MNC

e) Ao triplo da area do tridngulo MNC

Questao 15 - ENEM

A loja Telas & Molduras caobra 20 reais por metro quadrado de tela, 15
reais por metro linear de moldura, mais uma taxa fixa de entrega de
10 reais. Uma artista plastica precisa encomendar telas e molduras
a essa loja, suficientes para 8 quadros retangulares (25 cm x 50 cm).
Em seguida, fez uma segunda encomenda, mas agora para 8 quadros
retangulares (50 cm x 100 cm). O valor da segunda encomenda seré:

a) O dobro do valor da primeira encomenda, porque a altura e a largura
dos quadros dobraram.

b) Maior do que o valor da primeira encomenda, mas N30 o dobro.

¢) Ametade do valor da primeira encomenda, porque a altura e a largura
dos quadros dobraram.

d) Menor do que o valor da primeira encomenda, mas ndo a metade.

e) Igual ao valor da primeira encomenda, porgue o custo de entrega
sera 0 mesmo.

Questao 16 - ENEM

A rampa de um hospital tem na sua parte mais elevada uma altura de
2,2 metros. Um paciente ao caminhar sobre a rampa percebe que se
deslocou 3,2 metros e alcangou uma altura de 0,8 metros. A distancia
em metros que o paciente ainda deve caminhar para atingir o ponto
mais alto da rampa é:




Questio 17 - ENEM

O governo cedeu terrenos para que familias construissem suas
residéncias com a condi¢do de que no minimo S4% da area do terreno
fosse mantida como area de preservagao ambiental. Ao receber o
terreno retangular ABCD, em que AB = BC/2, Antdnio demarcou uma
area quadrada no vértice A, para a construcao de sua residéncia, de
acordo com o desenho, no qual AE = AB/S € lado do quadrado.

B Cc

B
A E D

Nesse caso, a area definida por Antdnio atingiria exatamente o limite
determinado pela condigao se ele:

a) Duplicasse a medida do lado do quadrado.

b) Triplicasse a medida do lado do quadrado.

c) Triplicasse a area do quadrado.

d) Ampliasse a medida do lado do quadrado em 4%.
e) Ampliasse a area do quadrado em 4%.

Questao 18 - ENEM
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Na figura acima, que representa o0 projeto de uma escada com 5
degraus de mesma altura, o comprimento total do corrimao é igual a

a)18m
b)19m
c)20m
d)21m
e)22m

Questao 19 - ENEM

Quatro estagdes distribuidoras de energia A, B, C e D estdo dispostas
como veértices de um quadrado de 40 km de lado. Deseja-se construir
uma estagdo central que seja ao mesmo tempo equidistante das
estagBes A e B e da estrada (reta) que liga as estactes C e D. A nova
estacdo deve ser localizada:

a) No centro do quadrado

b) Na perpendicular 3 estrada que liga C e D passando por seu ponto
médio, a 15 km dessa estrada

c) Na perpendicular 3 estrada que liga C e D passando por seu ponto
médio, a 25 km dessa estrada

d) No vértice de um tridngulo equilatero de base AB oposto a essa base.
e) No ponto médio da estrada que liga as estagdes A e B

Questdo 20 - ENEM

As cidades de Quito e Cingapura encontram-se proximas a linha do
equador e em pontos diametralmente postos no globo terrestre.
Considerando o raio da Terra igual a 6370km, pode-se afirmar que um
avido saindo de Quito, voando em média 800km/h, descontando as
paradas de escala, chega a Cingapura em aproximadamente:

a) 16 horas
b) 20 horas
¢c) 25 horas
d) 32 horas
e) 36 horas




Questdo 21 - ENEM

Um estudante esta pesquisando o desenvolvimento de certo tipo de o
° bactéria. Para essa pesquisa, ele utiliza uma estufa para armazenar as

bactérias. A temperatura no interior dessa estufa, em graus Celsius, & ®

dada pela expressao T(h)=-h,+22h-85, em que h representa as horas °

do dia. Sabe-se que o nUmero de bactérias & o maior possivel quando
a estufa atinge sua temperatura maxima e, nesse momento, ele deve
retird-las da estufa. A tabela associa intervalos de temperatura, em
graus Celsius, com as classificagcdes: muito baixa, baixa, média, alta e

muito alta.
Intervalos de Classificacdo
temperatura (°C)
T<0 Muito baixa
0<T<17 Baixa
17<T < 30 Média
30<T<43 Alta
T>43 Muito alta

Quando o estudante obtém o maior nOmero possivel de bactérias, a
temperatura no interior da estufa esta classificada como:

a) Muito baixa 99
b) Baixa

¢) Media

d) Alta

e) Muito alta

Questdo 22 - ENEM +

Um investidor inicia um dia com x agdes de uma empresa. No decorrer
desse dia, ele efetua apenas dois tipos de operagbes, comprar ou
vender agOes. Para realizar essas operagoes, ele segue estes critérios:

I. Vende metade das a¢Bes que possui, assim que seuvalor fica acima
do valorideal (V1); o

Il. Compra a mesma gquantidade de acBes que possui, assim que seu

valor fica abaixo do valor minimo (Vm);

lll. Vende todas as acBes que possui, quando seu valor fica acima do h

valor 6timo (Vo).

O grafico apresenta o periodo de operacdes e a variacdo do valor de
+ cada acao, em reais, no decorrer daquele dia e a indicacdo dos valores
ideal, minimo e 6timo.

. M
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Valor da agdo (R$)

Quantas operacdes o investidor fez naquele dia?
a)3
b) 4
c)5
d)6
e)7

Questao 23 - ENEM

Uma padaria vende, em média, 100 paes especiais por dia e arrecada
com essas vendas, em média, R$ 300,00. Constatou-se que a
quantidade de paes especiais vendidos diarismente aumenta, Caso 0
preco seja reduzido, de acordo com a equagao

q = 400 — 100p,

na qual q representa a quantidade de pdes especiais vendidos
diariamente e p, 0 seu preco em reais. A fim de aumentar o fluxo de
clientes, o gerente da padaria decidiu fazer uma promocao. Para tanto,
modificara o preco do pao especial de modo que a quantidade a ser
vendida diariamente seja a maior possivel, sem diminuir a média de
arrecadacao diaria na venda desse produto. O preco p, em reais, do pao
especial nessa promocao devera estar no intervalo:

a)RS 050 < p<R$150

b)RS150<p<RS$250

)RS 250<p<RS$350

d)R$ 350 <p<RS$ 450

e)R$450<p<RS$550




Questao 24 - ENEM
No contexto da matematica recreativa, utilizando diversos materiais
didaticos para motivar seus alunos, uma professora organizou um
jogo com um tipo de baralho modificado. No inicio do jogo, vira-se
uma carta do baralho na mesa e cada jogador recebe em mados nove
cartas. Deseja-se formar pares de cartas, sendo a primeira carta a da
mesa e a segunda, uma carta na mado do jogador, que tenha um valor
equivalente aquele descrito na carta da mesa. O objetivo do jogo é
verificar qual jogador consegue o maior numero de pares. Iniciado o
jogo, a carta virada na mesa e as cartas da mao de um jogador sdo
COMO N0 esquema:

Segundo as regras do jogo, quantas cartas da mdo desse jogador
podem formar um par com a carta da mesa?

a)9

b) 7

c)5

d) 4

e)3

Questdo 25 - ENEM

Um carpinteiro fabrica portas retangulares macicas, feitas de um
mesmo material. Por ter recebido de seus clientes pedidos de portas
mais altas, aumentou sua altura em 18, preservando suas espessuras.
Afim de manter o custo com o material de cada porta, precisou reduzir
a largura. A raz&o entre a largura da nova porta e a largura da porta
anterior &:

a)1/8
b) 7/8
c)8/7
d) 8/9
e)9/8
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Questao 26 - ENEM

De acordo com a ONU, da agua utilizada diariamente:
- 25% sao para tomar banho, lavar as maos e escovar 0s dentes. ’
- 33% sao utilizados em descarga de banheiro.

- 27% sdo para cozinhar e beber.

- 15% sao para demais atividades. No Brasil, o consumo de agua

‘ por pessoa chega, em média, a8 200 litros por dia. O quadro mostra
sugestdes de consumo moderado de d8gua por pessoa, em algumas
atividades.

Atividade Consumo total de 4gua na
atividade (_em litros)

Tomar banho 24,0
Dar descarga 18,0
Lavar as Mios 242
Escovar os dentes 2,4 R
Beber e cozinhar 22,0

102 Se cada brasileiro adotar o consumo de agua indicado no quadro,

mantendo 0 mesmo consumo nas demais atividades, entdo
economizara diariamente, em média, em litros de agua:

a) 300
b) 69,6
c) 1004
d) 1304
e) 1700

Questio 27 - ENEM

Muitos processos fisiologicos e bioquimicos, tais como batimentos
cardiacos e taxa de respiragdo, apresentam escalas construidas a
+ partir da relagdo entre superficie e massa (ou volume) do animal. Uma
) dessas escalas, por exemplo, considera que “o cubo da area S da
superficie de um mamifero & proporcional ao quadrado de sua massa
M" Isso é equivalente a dizer que, para uma constante k > 0, a area S

pode ser escrita em fungdo de M por meio da expressao: [ )




a) s=k-M

b) S=k-M:

c) s=kiml o

d) s=«lm? ® B
e) S=k; M

Questio 28 - ENEM

A cidade de Guarulhos (SP) tem o 8° PIB municipal do Brasil, além do
maior aeroporto da América do Sul. Em propor¢ao, possui @ economia
que mais cresce em indUstrias, conforme mostra o grafico.

Crescimento - Industria

5%
o

(=]
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s — N
w5 -] L2}
25% —t o
20% —
fole © 103
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0% =

Brasil Séo Paulo Sédo Paulo G h
(Estado) (capita) SUAruinos

Fonte: IBGE, 2002-2008 (adaptado).

Analisando os dados percentuais do grafico, qual a diferenca entre o
maior e 0 menor centro em crescimento No polo das indUstrias?

a) 75,28 o
b) 64,09 ‘.
c) 56,95
d) 4576
e) 3007
()

Questio 29 - ENEM

Em um certo teatro, as poltronas sao divididas em setores. A figura
apresenta a vista do setor 3 desse teatro, no qual as cadeiras escuras
estdo reservadas e as claras ndo foram vendidas.
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A razdo que representa a quantidade de cadeiras reservadas do setor
3 em relagdo ao total de cadeiras desse mesmo setor &

a)17/10

b) 17/53

¢) 53/70

d) 5t3/17

e) 70/17

Questao 30 - ENEM

Uma loja acompanhou o nimero de compradores de dois produtos, A
e B, durante os meses de janeiro, fevereiro e margo de 2012. Com isso,
obteve este grafico:
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Numerode compradores
&

Aloja sorteara um brinde entre os compradores do produto A e outro
brinde entre os compradores do produto B. Qual a probabilidade de que
os dois sorteados tenham feito suas compras em fevereiro de 20127

a) 1/20
b) 3/242
c)5/22
d)6/25
e) 7/15




Questao 31- ENEM

Num parque aquético existe uma piscina infantil na forma de um cilindro o

¢ circular reto, de 1 m de profundidade e volume igual a 12 m?, cuja base
tem raio R e centro O. Deseja-se construir uma ilha de lazer seca no ®
interior dessa piscing, também na forma de um cilindro circular reto, °
cuja base estara no fundo da piscina e com centro da base coincidindo ©

com o centro do fundo da piscina, conforme a figura. O raio da ilha de
lazer sera r. Deseja-se que apos a construcdo dessa ilha, o espago
destinado a dgua na piscina tenha um volume de, no minimo, 4 m®.

Considere 3 como valor aproximado para T. Para satisfazer as 15
condigBes dadas, o raio maximo da ilha de lazer r, em metros, estara
mais proximo de:
a)16
b)17
c)20 o
d)30 *o
e)38

x Questao 32 - ENEM
O contribuinte que vende mais de RS 20 mil de ages em Bolsa de o

Valores em um més devera pagar Imposto de Renda. O pagamento
para a Receita Federal consistira em 15% do lucro obtido com a venda
das ac¢des. Um contribuinte que vende por RS 34 mil um lote de agdes
que custou RS 26 mil terd de pagar de Imposto de Renda 3 Receita h
Federal o valor de:




¢ a) RS 900,00
b) RS 1.200,00 .
¢) RS 2:100,00
d)R$ 3.900,00
e) RS 500,00
‘ Questao 33 - ENEM
Para se construir um contrapiso, € comum, na constituicdo do x
concreto, se utilizar cimento, areia e brita, na seguinte proporcao: 1
parte de cimento, 4 partes de areia e 2 partes de brita. Para construir
0 contrapiso de uma garagem, uma construtora encomendou um
caminhdo betoneira com 14 m® de concreto. Qual é o volume de
cimento, em m®, na carga de concreto trazido pela betoneira?
a) 175
b) 200 o
c)233
106 d) 4,00 +
e) 800
Questdo 34 - ENEM .
Cinco empresas de géneros alimenticios encontram-se a8 venda. Um
empresario, almejando ampliar seus investimentos, deseja comprar
uma dessas empresas. Para escolher qual delas ird comprar, analisa
o lucro (em milhdes de reais) de cada uma delas, em fung&o de seus
tempos (em anos) de existéncia, decidindo comprar a empresa que
apresente o maior lucro médio anual. O quadro apresenta o lucro (em
milhes de reais) acumulado ao longo do tempo ([em anos) de existéncia
de cada empresa.
C
+ Empresa Lucro (em milhdes de reais) Tempo (em anos)
F 24 3,0
© G 24 2,0
H 25 2,5
M 15 1,5
P 9 1,5

R O empresario decidiu comprar a empresa:

+



aJF
b)G
c)H
d)M
e)P

Questao 35 - ENEM

Foi realizado um levantamento nos 200 hotéis de uma cidade, no qual
foram anotados os valores, em reais, das diarias para um quarto padrao
de casal e a quantidade de hotéis para cada valor da diaria. Os valores
das diérias foram: A = RS 200,00; B = R$ 300,00; C = R$ 400,00 e
D = RS 600,00. No gréfico, as areas representam as quantidades de
hotéis pesquisados, em porcentagem, para cada valor da diaria.

25%

10%

O valor mediano da diaria, em reais, para 0 quarto padrdo de casal
nessa cidade, é:

a) 300,00
b) 345,00
c) 350,00
d) 37500
e) 400,00

40%

25%

Quest3o 36 - ENEM

Para aumentar as vendas no inicio do ano, uma loja de departamentos
remarcou os pregos de seus produtos 20% abaixo do prego original.
Quando chegam ao caixa, os clientes que possuem o cartao fidelidade
da loja tém direito a um desconto adicional de 10% sobre o valor total

. o
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de suas compras. Um cliente deseja comprar um produto que custava
RS 50,00 antes da remarcagdo de pregos. Ele ndo possui o cartdo
fidelidade da loja. Caso esse cliente possuisse o cartao fidelidade da
loja, @ economia adicional que obteria ao efetuar a compra, em reais,
seria de:

a) 15,00
b) 14,00
c) 1000
d) 500
e) 4,00

Questiao 37 - ENEM

Numa escola com 1.200 alunos foi realizada uma pesquisa sobre o
conhecimento desses em duas linguas estrangeiras, inglés e espanhol.
Nessa pesquisa constatou-se que 600 alunos falam inglés, SO0 falam
espanhol e 300 ndo falam qualquer um desses idiomas. Escolhendo-
se um aluno dessa escola ao acaso e sabendo-se que ele ndo fala
inglés, qual a probabilidade de que esse aluno fale espanhol?

a)1/2
b)5/8
c)1/4
d)5/6
e) 5/14

Questdo 38 - ENEM

As notas de um professor que participou de um processo seletivo,
em que a banca avaliadora era composta por cinco membros, sdo
apresentadas no grafico. Sabe-se que cada membro da banca atribuiu
duas notas ao professor, uma relativa aos conhecimentos especificos
da area de atuacao e, outra, aos conhecimentos pedagogicos, e que
a média final do professor foi dada pela média aritmética de todas as
notas atribuidas pela banca avaliadora.




Notas (em pontos)
19

M Conhecimentos
especificos (o]

M Conhecimentos
pedagogicos

Avaliador A Avallador 8 Avallador C  Avallador D Avallador £

Utilizando um novo critério, essa banca avaliadora resolveu descartar
a maior e a menor notas atribuidas ao professor. A nova média, em
relacdo @ média anterior, é:
a) 0,25 ponto maior

> b) 1,00 ponto maior
c) 1,00 ponto menor
d) 1,25 ponto maior

109
e) 2,00 pontos menor

Questao 39 - ENEM

Um banco solicitou aos seus clientes a criagcao de uma senha pessoal
de seis digitos, formada somente poralgarismos de 0 a 9, para acesso a
conta-corrente pela internet. Entretanto, um especialista em sistemas +
de seguranga eletrénica recomendou 3 diregdo do banco recadastrar
seus usuarios, solicitando, para cada um deles, a criagdo de uma
nova senha com seis digitos, permitindo agora o uso das 26 letras do
x alfabeto, além dos algarismos de O a S. Nesse novo sistema, cada letra
mailscula era considerada distinta de sua versao mindscula. Além
disso, era proibido 0 uso de outros tipos de caracteres. Uma forma
de avaliar uma alteragao no sistema de senhas € a verificagdo do
coeficiente de melhora, que é a razao do novo nUmero de possibilidades
de senhas em relagdo ao antigo. O coeficiente de melhora da alteracao ¢
recomendada é:
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b =

10!

624!
c] 10!56!

d) e2—10

e) 626-10°

Quest3o 35 - ENEM

Um artesao de joias tem a sua disposi¢do pedras brasileiras de trés
cores: vermelhas, azuis e verdes.

Ele pretende produzir joias constituidas por uma liga metalica, a partir
de um molde no formato de um losango ndo quadrado com pedras
nos seus veértices, de modo que dois vértices consecutivas tenham
sempre pedras de cores diferentes.

A figura ilustra uma joia, produzida por esse artesao, cujos vertices A,
B, C e D correspondem as posi¢8es ocupadas pelas pedras.
(4)

Com base nas informacBes fornecidas, quantas joias diferentes, nesse
formato, o artesdo podera obter?

a)6

b) 12
c)18
d) 24
e) 36




Questao 35 - ENEM

A temperatura T de um forno (em graus centigrados) é reduzida por
um sistema a partir do instante de seu desligamento (¢ = 0) e varia
de acordo com a expressao T(t)=- L +400, com t em minutos. Por
motivos de seguranca, a trava do forno so € liberada para abertura
quando o forno atinge a temperatura de 39°C. Qual o tempo minimo de
espera, em minutos, apos se desligar o forno, para que a porta possa
ser aberta?

a) 190

b) 19,8

c) 200

d) 380

e) 330

m
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